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PREFAZIONE  ALLA  SECONDA  EDIZIONE 


Nella  prefazione  alla  prima  edizione  di  questa 
opera  comparsa  nel  1895  io  scrissi  : 

"  K  necessario  dire  qualche  parola  sullo  scopo 
"  che  mi  sono  proposto  nel  comporre  e  pubblicare 

({uesto  volume. 

"  Se  avessi  voluto  comporre  solo  una  raccolta  di 
^"  esercizii,  avrei  fatto  cosa  già  stata  fatta  varie 
•**  volte  e  con  gran  senno  da  vari  Autori,  special- 
"*.  mente  dagli  Autori  francesi.  Ma  io  mi  sono  pro- 
'*  posto  uno  scopo  diverso. 

"  Si  può  affermare  che  presentemente  non  esista 
"  capitolo  o  teorema  del  Calcolo  infinitesimale  che, 
**  sottoposto  ad  una  critica  minuta,  non  abbia  dato 
**  luogo  ad  una  serie  di  dubbi,  discussioni,  e  di 
•*  nuove  ricerche,  alcune  volte  assai  complicate. 
**  Una  grandissima  quantità  di  teoremi  e  di  proce- 
"  dimenti,  che  prima  si  credevano  generali,  hanno 
"  perduto  la  loro  generale  validità,  e  sono  stali 
"  circondati  da  lìiolte  riserve  e  da  molte  restrizioni. 

"  Ora  può  dirsi  che  gli  studi  critici  di  tal  na- 
"  tura  sono  cominciali  (juasi  sempre  colla  scoperta 
"  di  esempi,  i)ei  ([uali  (juei  teoremi  non  sussiste- 
"  vano,   ovvero   quei   procedimenti    non    potevano 
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"  applicarsi.  K  del  resto  è  naturale  che  sia  stato 
"  cosi  ;  perchè  non  vi  è  mezzo  migliore  e  più  con- 
"  vincente  per  persuadere  della  inapplicabilità  ge- 
"  nerale  di  un  dato  teorema  o  procedimento,  che 
"  il  presentare  senz'altro  un  esempio  su  cui  esso 
"  non  è  applicabile  ;  e  diremmo  anzi,  non  c'è  mezzo 
"  più  fecondo  di  ricerca,  perchè  non  sono  gli  studi 
"  di  questo  genere  quelli  nei  quali  si  può  proce- 
"  dere  con  criterii  e  con  vedute  di  carattere  ge- 
"  nerale. 

"  Onde  io  in  questo  volume  mi  son  proposto  ap- 
"  punto  principalmente  questo:  di  raccogliere  molli 
"  di  quegli  esempi  trovali  dai  vari  Anlori  e  che presen- 
"  laiio  qmilche  singolarità  rispetto  ai  diversi  teoremi 
"  fomiamentali  del  Calcolo  infinitesimale. 

"  Con  ciò  credo  di  aver  fatto  un  lavoro  utile  agli 
•  studiosi,  tanto  più  che  ho  poi  aggiunto  qua  e  là 
''  numerose  notizie  bibliografiche,  per  comodo  di 
"  quelli  che  volessero  più  profondamente  penetrare 
"  in  qualche  argomento,  j)otendosi  affermare  che 
"  non  c'è  quasi  argomento  fra  quelli  qui  trattali, 
"  su  cui  sia  stata  ancora  detta  l'ultima  parola  „. 

L'accoglienza  che  il  pubblico  matematico  fece  a 
(luesto  mio  lavoro  fu  delle  più  favorevoli,  e  fra  i 
varii  giudizii  mi  piace  riportare  quello  autorevole 
di  Cantor  che    lo    giudicò    unico   nella   lelteratnra 

uKilrnadica    ( cine  Sammlung,    welche    bis  jetzt 

einzig  in  dei-  Malhematische  IJlcndar  dasteht,  and 
gcnuss  zahlreiche  Wiìnsche  hefricdigt  —  Zeilsch. 
iùr  Math.  und  Physik,  I.  xli,  189(),  p.  11)0). 

(^osi  questa  mia  Opera  soddisfaceva  ad  un  biso- 
gno, e  potea  poi  specialmente  riuscire  assai  utile 
per  quelle   lezioni   conq)lementari  di  Calcolo  inli- 
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nilesimale  che  in  molte  Università  si  sogliono  dare 
ai  giovani  iscritti  per  le  Matematiche  pure,  e  pei 
quali  non  può  essere  sempre  sufficiente,  né  ri- 
spondente ai  fini  di  una  più  profonda  cultura  ma- 
tematica informata  a  principii  critici,  il  corso  di 
Calcolo  che  essi  devon  seguire  in  comune  coi 
giovani  che  si  avviano  alle  Scuole  d'ingegneria. 

E  a  questo  scopo  infatti  il  mio  libro  mi  è  per 
tanti  anni  servito  per  le  esercitazioni  speciali  agli 
studenti  di  Matematiche  dell'università  di  Pavia, 
l^sso  è  stato  come  un  complemento  utile  alle  Le- 
zioni  di  Calcolo  in/ìnilesimale  da  me  pubblicate  da 
molti  anni  in  due  volumi,  e  di  cui  ora  è  in  corso 
la  terza  edizione. 

In  ([uesta  seconda  edizione  io  non  ho  creduto 
pertanto  di  mutare  sostanzialmente  la  struttura  del 
mio  lavoro,  e  vi  ho  solamente  tolto  qua  e  là  al- 
cune cose  che  l'esperienza  mi  avea  dimostrato  inu- 
tili, aggiungendovene  e  correggendovene  poi  qual- 
chedun'altra;  spero  cosi  che  il  pubblico  non  vorrà 
fargli  accoglienza  meno  benevola  di  quella  già  fat- 
tagli altra  volta. 

Sapoli,  febbraio  del  190S. 

Ernesto  Pascal. 
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Rappresentazione  analitica  e  continuità 
delle  funzioni.  —  Teoria  dei  limiti. 

§.  1. 

La  funzione  di  Dirichlet.  —  È  interessante  il  se- 
guente esempio  sulla  rappresentazione  analitica 
delle  funzioni. 

Definiamo  una  funzione  di  x  che  per  iutti  i  va- 
lori razionali  di  x  sia  zero,  e  sia  invece  ei/ua/r  ad 
I  per  tatti  i  valori  irra:i<)ii(di  di  x.  Una  tal  l'un- 
zione può  rappresentarsi  analiticamente  nel  se- 
Liuente  modo.  Poniamo: 

cp(;r)=lim  --*,—-. 

Per  X  qualunque  diverso  da  zero  e  cNidcnlc  clic 
il  valore  d(dla  l'unzione  e  I,  cioè: 

cp  0x0=1         ('^'$0). 

Ma  per  .r  =  0  il  valore  di  9  {.r)  mm  è  più  1,  per- 
cìk'  esso  è  : 

Pascvi,.  i 


La  funzione  di  l)ii'icìiìet. 


Ora  la  espressione: 


è  costantemente  zero  per  ogni  valore  di  t,  quindi 
il  suo  limite  per  t  =  0  non  può  essere  che  zero. 
Onde  abbiamo  : 

9  (0)  =  0. 

Consideriamo  ora  l'altra  funzione  di  x: 

1/  =  lim  9  (sen  (n  I-k  x)) 

Il  =  oo 

dove   si   intenda    che   il   limite  per  n  =  oc  bisogna 
prenderlo    dando    ad   n   valori    positivi  inieri  cre- 
scenti indefinitamente. 
Per  ogni  x  razionale,  cioè  della  forma: 

JL 
Q 

dove  p,  q  sono  numeri  interi,  nell'espressione  : 

si  potrà  sempre  dare  ad  n  un  tale  valore,  che  essa 
risulti  eguale  ad  un  multiplo  iut.'i-o  di  tt  ;  basta 
perciò  prendere  n  >  7.  Il  f<cno  di  un  tale  arco 
sarà  zero,  e  quindi  la  l'unzione  co,  presa  per  un 
tale  val(»re  di  x,  e  per  un  tale  n  >»  7  sarà  zero, 
e  sani  «'osiantemente  zero  se  si  fa  crescere,  per 
quanto  si  voglia,  il  numero  n;  il  limite  della  © 
per  ri  =  oc  non  potrà  dunque  che  essere  z(M"o,  e 
quindi  ne.  coiu-ludianin  clic  jx'r  <>;//ii  r  lazinutilc  la 
funzione  y  e  zero. 


Limiti  delie  funzioni. 


Per  un  x  irrazionale  invece  il  numero  : 

n\Ttx 

non  potrà  mai  essere  un  multiplo  intero  di  tt,  qua- 
lunque sia  il  valore  di  n  (intero)  che  si  scelga: 
quindi  la  cp  presa  per  un  tale  argomento  è  costan- 
temente eguale  ad  1,  qualunque  sia  il  numero  n,  e 
perciò  il  suo  limite  per  n=^cc  non  può  essere  che 
1  ;  cioè  per  ot/ni  x  irrazionale  la  funzione  //  è  eguale 
ad  1. 

La  funzione  qui  considerata  si  suol  chiamare  la 
funzione  di  Dhxicht.et  (Cre//e  \s'  Journ.  t.  IV,  p.  169). 


S. 


Nella  teoria  dei  limiti  delle  funzioni  si  dice  che 
quando  si  parla  di  limite  senz'altra  aggiunta,  s'in- 
tende sempre  che  la  variabile  indipendente  si  av- 
vicini al  suo  valore  limite  in  una  maniera  arbi- 
traria. 

Sia  a  il  valore  limite  della  variabile  indipendente 
X.  Potrà  accadere  però  che  non  esista  il  limite  in 
questo  senso  cosi  generale,  ma  che  invece  esso 
esista  quando  si  fa  percorrere  alla  variabile  x  un 
cammino  determinato,  per  esempio,  quando  si  sta- 
bilisca che  X  debl)a  giungere  ad  (/  lìfrcorrcudo  sa/- 
tiinriamente  tutti  i  punti  di  un  gnip[)n  di  punii  di 
cui  a  sia  un  punto  limite. 

[In  esempio  di  ciò  lo  possiamo  trovare  nella  se- 
guente funzione  : 

1 

(j  =  sen 


X  —  a 


Limiti  delie  Jìinzioni. 


Per  ogni  valore  di  x  diverso  da  a  il  valore  di  // 
è  perfettamente  determinato,  ma  é  invece  indeter- 
minato per  x=^  a,  e,  non  esiste  neanche  il  limite 
dei  valori  di  //  per  x  =  a  se  x  si  avvicina  ad  a 
in  un  modo  arbitrario;  giacché  prendendo  ^c  vicino 
per  quanto  si  voglia  ad  a,  la  funzione  //  oscilla  con- 
tinuamente fra  i  due  valori  —1  e  -]-l. 

Invece  facciamo  percorrere  ad  x  il  gruppo  dei 
punti  del  tipo  : 

«  +  7q4-«ir       («  =  0,1.^,-. •). 

Variando  n  si  hanno  infiniti  punti  x,  prossimi 
per  quanto  si  vuole  al  punto  a,  cioè  a  è  un  punto 
limite  di  tal  gruppo  di  punti. 

Ora  per  ogni  x  di  tal  forma  la  //  ha  per  vaL^re 
sen  a;  dunque  il  suo  limite  per  n  =  oc  cioè  [jcr 
x  =  a  sarà  sen  a. 

§•3. 

Sia  (j  funzione  di  x,  ed  esista  il  limite  A  di  // 
per  X  =  a.  Quando  x  si  avvicina  ad  a,  //  tenderà 
ad  A  ;  però  il  modo  di  tenderò  di  //  ad  A  può  es- 
sere di  varie  specie.  Il  caso  })iii  ovvio  è  che  //  si 
avvicini  indefinitivamente  al  valore  A  ;  ma  ])uo  an- 
che accadere  che  //  si  avvicini  e  allontani  alterna- 
tivamente infinite  volte  da  A  e  anche  che  raggiunga 
infinite  volle  il  valore  A  prima  che  x  al)l)ia  raggiunto 
il  valore  a. 

E  notevole  il  seguente  esempio  : 

A         1  1  "^^ 

!l  =  A-\-     ,,^     COS-y-. 


I. uniti   (Ielle    In  li  :  I  (  ili  I . 


Consideriamo  il  limite  di  //  per  a?  =  00. 
Essendo  cos  -^p,  per  qualunque  valore  di  x^  sem- 
pre compreso  fra  —  1  e  +  l,  la  quantità  : 
1  Tra? 

per  X  crescente,  diminuisce  costantemente,  e  ac- 
quista valori  alternativamente  positivi  e  nei-ativi 
passando  anche  per  infiniti  valori  zero. 

Per  X  Ila  zrro  e  1,  quella  quantità  ('  compresa 
tra  -|-  1  e  zero,  e  per  x  fra  1  e  2  quella  quantità  é 

(X)mpresa  fra  zt^ro  e  —    ,   ,   fra   i    quali   medesimi 

limili  e  colli [)r('sa  per  x  fra  2  e  8,  mentre  per  x 
fra    :^  e   i-,   esso    torna   ad    avere  valori  positivi  e 

propriamente  resta  compresa  fra  0  e -]-        ;  e  cosi 

di  set^uito. 

Restringendosi  dunque  continuamente  i  limiti  po- 
sitivi e  negativi  fra  i  quali  resta  compreso  il  se- 
condo termine  della  espressione  di  //,  ne  conclu- 
diamo che  il  limite  <li  //  per  x^=oo  è  A  ;  ma  questo 
stesso  valore  .4,  la  /y  lo  raggiunge  anche  infinite 
volte  prima  che  x  raggiunga  il  suo  valore  limite. 


S^  f  {^'-\- ^)~f{-'')  ^^'f^fff'  '^"^  i">  ìiinito  (Irfn  I/li- 
naio A  (jiidiido  -r  IcìkIc  (iirlìitmlti).  e  se  !',.;■•  e  snn- 
pre  fiiiild  /icr  ()(/iu   .1'    Unito,    ilircnt'indo  solo  00  per 

^  =  Gc  ,   ,s/  (ir là  : 


lim°^-^^=^  A. 
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Limiti  (Ielle   Imi :iini!. 


Per  la  definizione  di  limite  si  ha  che,  per  le  fatte 
ipotesi,  dato  un  numero  a  piccolo  a  piacere,  deve 
potersi  trovare  un  punto  x'  tale  che  per  ogni  x^  >  x' 
sia  in  valore  assoluto  : 

e  quindi  anche  : 

|A-[/(^,  +  2)-/(^H-l)]l<<^ 


I  A  -  [f{x,  +  n)  -fix,  +  ,.  _  i)J  j  <  a 


donde  : 


e  quindi: 


nA-[f{x,-^n)-f{x,)]\<na 


fix,^n)-f{x,) 


Poniamo  ora  x^-\-n  =  x\  lasciando  fisso  x^  e  fa- 
cendo variare  n,  la  x  varierà  sino  all'infinito. 
La  formola  di  sopra  diventa  allora  : 


00  —  a?i 


A     < 


ed  essendo  /  (x^)  sempre  finita  qualunque  sia  x^ 
finito,  e  non  alterandosi  il  limite  del  rapporto  di 
due  infiniti  quando  ad  essi  si  agiiiunfiano  rispetti- 
vamente infiniti  di  ordine  minore  o  in  particolare 
quantità  finito,  ne  ricaviamo  che  il  limite  di  : 

X  ~~  X-, 


Liiiiid  ilcllc  liiiìZLoni. 


è  lo  stesso  del  limite  di  : 

Ma  per  la  relazione  di  sopra  il  primo  limite  è  A, 
dunque  resta  dimostrato  l'assunto. 

Osserviamo  che  in  questa  dimostrazione,  fissato 
il  numero  x^,  la  varial)ile  x  non  può  varfare  con 
continuità  perchè  n  deve  essere  un  numero  intero. 
Se  j\  resta  fìsso,  x  non  può  raggiungere  qualun- 
que valore,  ma  tende  all'  infinito  percorrendo  il 
gruppo  di  punti  della  forma: 

x  =  x^  -\-  n  (n  =  intero). 

Quindi  in  fondo  si  è  riusciti  a  dimostrare  che 
si  ha: 

X 

quando  x  pci-cnn-e  tutti  i  punti  del  gruppo  sopra- 
segnato, dove  peri")  x^  è  un  numero  arbitrario. 

Ma  non  è  difficile  completare  la  dimostrazione, 
e  far  vedere  che  lo  stesso  limite  ha  la  espressione 

°— ^—  qualunque  sia  il  modo  col  quale   x   tenda  al- 
l'infinito. 

Infatti  supponiamo  dato  q  [)iecolo  a  piacere;  al- 
lora la  dimostrazione  precedente  dice  che  si  può 
trovare  un  valore  x'  tale  che  scelto  arbitrariamente 
//'j  >  x'  sia  sempre  : 

X 

\)iiv  ogni  X  della  forma  x^x^^-\-n  {n==  intero). 


Limili  (Ielle  l)(ii:^oni. 


Fissiamo  uno  qualunque  degli  x  di  questa  forma, 
e  consideriamo  un  qualunque  altro  valore  //,  mag- 
giore di  un  tale  x. 

Sarà  //  —  n  =  iji  maggiore  di  x\  e  quindi,  perla 
relazione  di  sopra,  sarà: 

u 

supposto  di  scegliere  per  il  valore  arbitrario  x^ 
proprio  il  valore  /y^. 

La  precedente  relazione,  dove  //  è  arl)itrario,  di- 
mostra il  nostro  assunto. 

Si  può  osservare  che  può  dimostrarsi  lo  stesso 
teorema  anche  per  il  caso  in  cui  A  =  oo . 

Abbiamo  messa  la  condizione  che  f{x)  sia  sem- 
pre finita  per  ogni  x  finito.  Per  mostrare  le  op- 
portunità di  questa  condizione  consideriamo  la  fun- 
zione : 

f{x)  =  t(J  TV  X, 

la  quale  non  soddisfa  a  questa  proprietà.  La  espres- 
sione : 

/Cr+l)-/G^)  =  tgxG7'H-l)-tg  77^  =  0 

e  quindi  il   suo  limite  pera^  =  oo  è  zero;  eppure  e 

facilii    vedere    che  -- — -  non   convcriK^.   ad    alcun 

X 

limite. 

Osserviamo  inoltre  che,  mentre  l'esistenza  del  li- 
nnUi  di  : 

/Or-f-l)-/Or) 

porta  con  sé  quella  del  limite  di-  —,    non    si    ha 

X 


il  reciproco. 


Unii  li  (Ielle  l'ini  :~ioni.  9 

Cosi,  |).  es.,  per  la  funzione: 

f(x)=  sen-ira? 

esiste  il  s('(M)n(l()  limite,  ed  e  zero,  e  il  pi-iiiio  non 
esist(3. 

Dal  t(!orenia  dimostrato  se  ne  i)UÒ  ricavare  sa- 
ltile» un  altro. 

Si  nhhia  urta  J'iui :i()/ir  J' (./j  dirersa  (hi  :-er<>  e  da 
iiilìiiilo  /)er  (nini  raloi'e  Jiiiito  <li  ,/-  itirn/f/iore  di  iuki 
HiKiìdiUi  lissdtfi,  e  che  sin  .:~er()  o  i  fi  fi  ni  In  solo  /)L'r 
i'  .      y:  .    e  sia  : 

sfi/'d  (illnrn  ntielic  : 

lini  {/\/(-rj^A. 

Infatti   |)on(Uìdo: 

log/C/O-caf-r),    . 

la  l'unzione  o  {:r)  non  sarà  infinita  |»er  alcun  valore 
finito  di  -r,  e  in(ìltre,  per  le  ipotesi  fatte,  per  essa 
esiste  il  limite  : 

lim  I  V  (■^'+  l)  -  cp  {t)  ]  =  lini  log-^^fJ-"--^  =  log  A. 

Applicando  duncpie  il  tt!oi-iM!i;i  dimostrato  |)os- 
siamo  dire  che  : 

~  lim  log  \]  J'{.r}=  log  A 


10  lÀiniti  (Ielle  lniiz^LoiiL 


Cloe: 


lim  V  f{a')  =  A. 

Vogliamo  osservare  che  questi  teoremi  ci  ricon- 
ducono a  teoremi  noti  nella  teoria  delle  serie. 
Si  abbia  una  successione  di  quantità: 

in  numero  infinito. 
Formiamo,  mediante  questa,  l'altra  successione  : 

S.J,  =  r/j  -)-  a., 

^%  =  ('i  H-  ('2  -h  e. 


Su  =  Oi  -f  a.,  -f . . .  4-  <7» 

Per  ogni  valore  di  n  è  stabilito  il  valore  di  (tu 
e  di  Sn  ;  quindi  queste  quantità  possono  conside- 
rarsi funzioni  di  n. 

Applicando  il  primo  teorema  alla  successione 
delle  quantità  s,  abl)iamo  che,  se  esiste: 

lim  (,s"„-i_i  —  s„]  =  lim  (f„^i  ==  lini  a,, 

esso  sarà  eguale  a  : 

,•  Sn 

lim  —, 
n 

cioè  : 

Imi  (f„  =  hm     ~~ — —' --' 

n 


puì'chc  vsLiiUl  il  jiriiiiu  liiiiKe 


hlui:L()iii  nniliniK;.  Il 


Formiamo  ancora  la  successione  : 

I>x  =  <U 

p,,  =  a^  a.^ 

Ih  =  f^l  ^2  ^3 


Pn  =  a^  a.^  «3 .  .  .  (In 

e  applichiamovi  il  secondo   teorema;  abbiamo  che 
se  esiste: 

Un,  ^- 

pn-\ 


sarà: 

n  il 

lini  ]/ p,i  =]/ a^a.^. .  .an=  lini  a»,. 

Applichiamo  infine  il   primo   teorema    alla   suc- 
cessione (lei  numeri  a  ;  e  abbiamo  che  se  esiste  : 

lim 

an-i 

W     sarà: 

n 

lim-^:-limVa,,  . 

1^         Si  voglia  trovare  la  forma  più,   r/enerale   di   vi) a 
E     funzione  continua  di  una  variabile^  che  resti  imita 

per  or/ni  valore  della  variabile,  e  che  soddisfi  s< m- 

/trc  (fila  relazione: 

f{x-\-!/)=f(,T)Jrf(!/) 
I       dove   X,   tj   sieno    due    (pialinupic    ndoii    il  ella     m- 
^      riabile. 


12  Finizioni  con  li  il  Ut' 


Ponendo  /y  =  0  si  ricava  : 

/('^)=/('^0+/(O) 

donde  prima  di  tutt(ì  : 

/(0)  =  0. 

Inoltre  si  può  far  vedere  che  la  funzione  cer- 
cata deve  essere  una  funzione  dispari,  cioè  che 
muta  di  segno  col  mutare  di  sciiiio  (Icirai'L^oinento. 
Infatti  poniamo  ti  =  —  :v^  e  allora  si  ha: 

donde: 

Infine  la  funzione  /  deve  soddisfare  alla  relazione  : 

f[nx)=^nf{x)        (/i  =  intero  posit.  o  neg.). 
Giacché  evidentemente  : 

/(2  x)=f{x  -f  X)  =  f{x)  -^f{x)  =  'lf{x) 
f  (li  X)  =  f  (2  X  +  X)  =  2  /  (^)  +  /  {X)  =  3  /'  (x) 

f(—nx)  =  —  f  {n  x)  =  —  n  f  (x). 

Una  simile  relazione  vale  anche  se  n  è  un  nu- 
mero frazionario. 

Infatti,  |Kiii('ii(l()  //  /   ^^ // si  ha  la  ndazione  : 

che  dà  ancora,  unita  alla  precedente, 


Fan:  LUI  li  continue.  L'i 


Ponendo  : 

/(!)  =  «, 

si  ha  (lunqufì  in  •^^enerah' : 


(:>'■ 


/■■-■       " 


m    ,  .        , 

se         e  un  numero  razionale. 

Il 


La  ricliiesta  l'unzione  ha  dunque  per  valore: 

f{x)  =  ax 

in  Olirli  punto  x  razionale.  Dovendo  intanto  essere 
una  funzione  continua,  il   suo   valore  sarà    sempre 

K    dato  dall'espressione  a  x. 

I  Concludiamo  perciò  che  la  sola  l'unzione  (-onli- 
nua  soddisfacente  alla  relazione: 

/(^4-//)  =  /0^-)+/(.v) 

è  la  funzione  lineare: 

f{x)  =  ax 
dove  (I  ("'  cosLuitc. 

§.  6. 

,S'/  rof/Iia  i  l'ora  re  la  funzione  continua    più    i/cnc- 
!    rate  soddistiicintc  a  Un  relazione: 

/(^  +  .v)  =  /(^0/(//)- 

Prendcndn  i   loiiaritnii  in  l)ase  A  di  amho  i  mem- 
bri al>hiamo  : 

Ioli-  ,    /■(;/'  +  //)  =  log.,  J\x)-\-W^A  fi'l) 


14  Funzioni  continue. 

e  ponendo  in  generale  : 

cioè: 

si  ha: 

?(^  +  //)  =  ?(^)+?Cv) 

e  quindi  per  l'esercizio  del  §.  5  si  ha  che  : 

co  {x)  =  ax^ 
donde  : 

/(x)  =  A?(-^v  =  A«•^ 

§.  ^ 

Si  voglia  trovare  la  funzione  continua  più  (jene- 
rale  soddisfacente  alla  relazione: 

f{xy)  =  f{x)^f{,j). 
Poniamo  : 

X  —  a^. 

Allora  la  funzione  di  x   diventerà   una   funzione 
di  X,  e  si  avrà  : 

f{a^ay)  =  f{a,^)-^f{ay). 

Ponendo  in  irenerale  : 

./■('/'}  =/(«-^')  =  cp  (^)  ==  cp  floo-,  ,r) 
si  ha  : 

donde  in  virtù  dell'esercizio  del  §.  5,  si  ha: 

f{x)  =  ^{X)  =  AX=A  Ioga  X. 
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Dunque  la  funzione  più  generale  ricìtiesia  è  la 
funzione  logaritmica. 

Coi  principii  del  Calcolo  integrale  i  risultati  di 
({uesto  e  dei  §§.  precedenti  potrebbero  trovarsi  più 
speditamente,  ma  meno  elementarmente. 


§8. 

Se  f  {rT)  tende  ad  un  limite  finito  per  x  =  cc,  ([ii(d'à 
il  limite  di: 


per  ^e  =  00  ? 
Si  sa  che  : 


ma  in  questa  formola,  a  si  suppone  una  quantità 
fissa,  non  variabile  con  3c. 

Che  cosa  possiamo  conchiudere,  quando  «è  una 
funzione  di  x  avente  un  limite  determinato  per 
a?  =  oo? 

Poniamo  ; 

x  =  uf{x\ 

dove  //  sia  la  nuova  variabile  da  sostituire  ad  r. 
Per  a?  =  00  anche  //  diventa  infinito,  perchè,  jxu'  ip»»- 
tesi, /(cT)  tende  ad  una  (juantità  finita.  Allora  pos- 
siamo scrivere  : 

('+^'-r')-H'+,;r"-=i{'+i)'i 

e,  pass;nid<»  al  liiiiitt»  per  ./'-—oc,  // =  oc ,  si  ha: 
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Dunque  infine  : 

lirn  /l-|-Z^\''  =  eii"./(.r) 

§•  9 

Se  f{x)  Jta  un  limite  fi  eterminato  e  finito  per 
a?  =  00  ,  trorarc  il  lirnitr  di: 

*(y/(^)-i)- 

P(ìniamo  : 

donde  : 

Di  qui  si  ha  : 

lim/(j')  =  e'*"'?/ 
e  quindi  : 

lini  //  =  log,,  lina /(a:'). 

Si  |)U(t  osservare  qui  che  basta  supporre  l'esi- 
stenza del  limite  (\\f{x)  per  dedurre  1' (\sist(Miza 
del  limiti;  di  //;  perchè,  se  //  non  ammettesse  li- 
mite, ma  oscillasse  fra  limiti  determinati  i\  finiti, 
allora,  ripetendo  il  ragionann^nto  d«d  §.  prectidc^nte, 
se  ne  dedurrel)i)e  che  niuinchc  /  (/;  anunetterehi)C 
un  limite,  contro  l'ipotesi. 

§   IO. 

(^)U(d  e  li  limite  (Il  iter  n  =  oof 
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In  virtù  del  risultato  del  §.  4  possiamo  scrivere: 
lim   ^^^^  =  lim[lo<.^(Ai+I)-log(/i)J 

/l=oo  n  ;i=oo 

=  lim  log — ^ — 

n=ao      '         /l 


=  lim  log  (ih ^  =  0. 

71=00        \  n  / 


§.   11. 


Irrorare  il  limite  di: 


—  1/1.2 


.  2  .  :J  .  .  .  71 


/>6T    n  =00. 

ì      Poniamo  : 

1 .  2  .  3  . . .  /i 


per  modo  ìAw,  : 

1     ", 


Consideriamo  il  rapporto  : 

'^ ("ai  —  1") ~    {n  —  \)\-n]^    ~"    n"-'     ^ ~\  n  ) 

l»er  n  =  00  si  ha: 

lini  /l—    '  V~^-=e-' 


(■-.'.) 


onde    possiamo    couchiudtTc,  per   un    teorema    (]el 
l'ASI  ;al.  2 
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§.  4  che  si  ha  anche  : 

e  con  ciò  resta  trovato  il  hmite  richiesto. 
In  maniera  simile  si  può  trovare  che  : 

1     n 4 

lim  ^l{n-^ì){n-\-2)...2n= 

n=oo    n     ^  e 

§.   13. 

Trovare  il  limite  di: 

<j/  {n)  '       /i^+i 

per  n  =  00 ,  supposto  che  r  -f- 1  sia  positivo. 
Si  può  dimostrare  che,  se  esiste  il  limite  di: 

cp  (n)  —  CD  (n  —  1) 

esisterà  anche  quello  di  : 

e  sarà  ad  esso  uguale. 

Applicando  dunque  questo  principio,  si  ha  che  il 
limite  richiesto  è  eguale  a: 

lim  ìMzLìÌZLIlI)  _  um "^ = 

^(n)-^(n  —  i)  n'^+i  -  (n  —  l^+i 

1 
=  lim 


'{'-{-Il 


_,.     1 1_ 

~i  *>        ~i         «'-i       .     •  •  • 
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Se  r-\-\  non  è  un  numero  positivo,  allora  si  può 
far  vedere  che  il  limite  eli  cui  si  parla  è  l'infinito. 

§   13. 

Si  nof/lia  trovare  il  lÌTnite: 

\og{ì-{-nx) 
lim . 

n=:oo  n 

Consideriamo  la  differenza: 

log(l  +  n^)-log(l+(^-l)^) 

=  lOff  .     ■      '   7T-  =  log  -. ; 


fi     '    \  n  J 

Il  limite  di  questa  quantità  per  n  =  oo  é  log  1 
cioè  zero,  dunque,  in  forza  del  teorema  del  §.  4,  si 
ha  che  : 

log  {ì-\-nx)      ^^ 


lim 

nz=oc 

§• 

n 
14. 

ì  ■« 

voglia 

trovare  il  limite  : 

1 

lini 

n  e-''^'^ 

dove  ,1'  sia  (lirerso  da  zero. 

Anche  qui  possiamo  applic^are  lo  stesso  teorema 
applicato  nel  §.  precedente. 

Consideriamo  il  limite  di: 
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Per  71  =  oc  il  limite  di  questa  quantità  é  eviden- 
temente l'infinito,  dunque  il  limite  di  : 

n 
sarà  l'infinito,  e  perciò  : 

lim  ji  e-"'^-  =  0. 

n=:oo 


15. 


Vogliamo  dare  l'esempio  di  una  funzione  per  la 
quale  esistono  i  due  limiti,  a  destra  e  a  sinistra 
rispetto  a  un  certo  punto,  ma  tali  due  limiti  sono 
fra  loro  disuguali. 

Si  ablna  la  funzione: 

Per  X  =  ^^  il  valore  della  funzione  si  presenta 
sotto  la  forma  indeterminata  — .  Esaminiamo  il  li- 
mite  a  destra  della  funzione  nel  punto  -^.  Suppo- 
niamo dato  ad  x^  prima  un  valore  maggiore  di  -^ 


TV 


e  poi  facciamo  decrescere  questo  valore.  Allora  igx 
è  negativo,  ed  e^s^  decresce  indefinitamente  e  tende 
a  zero  ;  il  valore  della  funzione  tende  dunque  alla 
quantità  —  1. 

Diamo  invece  ad  x  un  valore  minore  di    ^    e  fac- 
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damo  poi  crescere  tal  valore  ;  il  valore  di  tg  x 
cresce  verso  l'infinito  positivo.  Scrivendo  l'espres- 
sione della  funzione  sotto  la  forma: 

1  —  e-^'-^'- 
1  _|_  e,-tgx 

si  vede  che,  tendendo  e-tg»;  a  zero,  il  valore  della 
funzione  tende  a  +  1.  È  utile  per  esercizio  co- 
struire la  curva  che  rappresenta  geometricamente 
questa  funzione. 

§.  16. 

Vogliamo  ancora  stiuliare  l'andamento  della  fun- 
zione : 

(1  +  sen  TT  xf  —  1 

Per  ogni  ^'  =  0,  1,  2, . . .  si  ha  sen  «  a:  =  0,  e  quindi 
f{x)=.0.  Per  un  valore  di  x  fra  0  e  1,  il  sen  tt  x  è 
positivo  ed  è  compreso  fra  0  e  1,  escluso  il  primo 
di  questi  valori  estremi.  Allora  l-)-senira?  è  sem- 
pre maggiore  di  1,  e  quindi  si  vede  subito  che  per 
ogni  siffatto  a-,  la /(./')  =  4-^- 

Invece,  per  ogni  x  compreso  fra  1  e  2,  sen  ir  x 
('?  sempre  negativo,  e  1  -|-  sen  r  x  (\  sempre  minore 
di  1,  e  quindi /(a?)  =  —  1.  Dunque  la  funzione  data, 
nei  punti  a?  =  0,1,2,...  è  discontinua;  il  suo  va- 
lore in  tali  punti  è  zero,  il  suo  limite  da  una  parte 
è  +  1,  e  il  suo  limite  dall'  altra  parte  ò  —  1.  In 
ogni  altro  punto  è  una  funzione  continua.  Sarà  un 
utile  esercizio  eseguire  la  rappresentazione  geo- 
metrica di  questa  funzione. 
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§.  v?. 

Sappiamo  che  la  funzione  esponenziale  e''  si  può 
considerare  come  il  limite  di  una  funzione  alge- 
brica : 

X       "' 

lim     ì-\ . 

n=»  n 

Nella  stessa  maniera  possiamo  facilmente  rap- 
presentare anche  la  funzione  inversa  di  e^S  cioè 
la  funzione  logaritmica  logc  x,  come  il  limite  di 
un'altra  funzione  algebrica,  e  propriamente: 

lim  n  [v  X  —  l). 
Poniamo  infatti: 


('+^r-" 


donde  : 

jl_ 
n  3^ 

U     ~'^~  n 
j_ 
n 

n{!j    —  1  )  =  X. 

Quando  n  converge  all'  infinito,  //  diventa  e^,  e 
quindi  x  diventa  loge  //  ;  passando  al  limite  per 
n  =  ce,  possiamo  dire  : 

X 

n 

lim  n{e    —  1)  --  x     ' 

n=oo 

o  anche  : 

1 
fi 


lim  n{f/    —  1)  =  log//. 
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§.  18. 

Una  funzione  di  due  variabili  x^  a?^,  è  continua  in 
un  punto  {x^^  a?./),  quando  il  valore  della  funzione  in 
quel  punto  è  eguale  al  limite  dei  valori  della  funzione, 
avvicinandosi  a  quel  punto  in  qualunque  maniera. 

Si  noti  che  1(^  maniere  di  avvicinarsi  al  punto 
possono  essere  di  varie  specie;  cosi  si  può  imma- 
.tiinare  che  si  percorra  un  tratto  di  curva  che  vada 
a  finire  nel  punto,  e  si  può  immaginare  anche  che 
si  percorra  una  curva  p.  es.  a  forma  di  spirale 
attorno  al  punto  in  quistione,  cui  perciò  ci  avvici- 
neremo indefinitamente  senza  poterlo  mai  rag- 
giungere, o  anche  si  può  immaginare  un'altra  qua- 
lunque specie  di  movimento  che  si  faccia  indefini- 
tivamente  avvicinare  al  punto  in  quistione. 

Non  si  [)uò  conchiudere  che  la  funzione  è  eon- 
iinua  se,  avvicinandosi  al  punto  solo  mediante  qua- 
lunque retta  passante  per  il  punto,  si  trova  che  il 
limite  della  funzione  è  sempre  il  medesimo. 

Molto  meno  quindi  può  conchiudersi  che  una 
l'unzione  di  due  variabili  x^  x^,  è  continua  in  un 
punto,  o  anche  che  esiste  il  suo  limite  in  un  punto, 
se  tal  limite  esiste  ed  è  lo  stesso  immaginando  la 
\ai'ialjilità  solo  della  variabile  x^  o  solo  della  va- 
riai >ile  x.,\  in  altri  termini  non  si  può  dire  che  è 
continua  una  funzione  di  una  o  più  varia])ili  se  è 
continua  C(ìnsiderandola  separatamente  come  fun- 
zione di  ciascuna  delle  varial)ili. 

Diamo  alcuni  esempi. 

Consideriamo  la  funzione: 

.,  ,  CC^  Xtt 


^\    "T  ^a 
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Per  a?i=0  a?2  =  0  questa  funzione  non  ha  alcun 
valore  determinato  ;  attribuiamole  il  valore  zero.  I*: 
facile  allora  vedere  che,  dato  ad  ìì?^  un  valore  (isso, 
la  funzione  di  t^  che  si  viene  a  ottenere  è  una 
funzione  continua  anche  per  x^  =  0.  Se  poniamo 
a?2  =  0  si  ha  una  funzione  di  x^  costantemente  zero, 
e  che,  per  le  ipotesi  fatte,  resta  zero  anche  per 
Xi=0-^  cioè  possiamo  dire  che  si  ha  una  funzione 
continua  di  x^  ;  e  cosi  si  avrebbe  una  funzione  con- 
tinua di  sola  a?2  ;  eppure  può  farsi  vedere  che  la  /, 
considerata  come  funzione  di  am])o  le  varia])ili,  non 
è  continua  nel  punto  (0,  0),  cioè  che  il  suo  limite 
per  .2^1  :=  0  x.^=0  non  è  zero.  Giacché  supponiamo 
Xi  x^  piccolissimi,  e  scriviamo  la  funzione  sotto  la 
forma  : 

_1 

^1    .1       '^2 
X.,  X^ 

Avviciniamoci  al  punto  (0,0)  lun^o  la  retta  di 
equazione  : 

X, 

essendo  a  qualimquc!.  Allora    il    valore    dcdla    fun- 
zione sarà  costantemente  : 

JL_-  __J^ 

\      1    ~a'-j-i 
a-{ 

e  quindi  il  suo  limite  sarà  dato   da    questa    stessa 
espressione. 

Dando  dun(iut'  ad  a  un  valore  (lixci-so  si  ha  un 
limite  diverso  e-  (piiudi  la  l'unzioni!  non  e  conlinua 
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nel  punto   (0,  0).   Dando   ad  a  i  valori  zero  e  oo  si 
ha  sempre  -per  la  funzione  il  valon;  zero;  dando  il 

1 
valore  1   ad   a,   si   ha    pel   limite   il   valore -^-^  ^ 

dando  il  valore  —  1  si  ha  il  valore ^. 

'l'utti  Lili  altri  valori  sono  compresi  fra: 


19. 


Diamo  un  altro  esempio  di  funzione  di  due  va- 
rial)ili,  (continua  rispetto  a  ciascuna  presa  separa- 
tamente, ma  non  continua  rispetto  al  complesso 
delle  due  variabili. 

Indichiamo  con  : 


(i^^)- 


/   T-r--.    =H^0 


il  più  «grande  intin'o  contenuto  in  y— : — :,.  l^vidente- 
1       ■  1  -f-  x^ 

mente  allora  pcroj^ni  x  positivo  o  ucLi'ativo  (reale), 

essendo  hi  frazione- —  minore!  di   1,  il  valore  di 

/  «'  zero:  invece  è  eguale  ad  1  per  .r  =  i). 
l'ormiamo: 

Per  .rj  =  x.,  =  0  si  ha  /((),  0)  =  0,  e  inoltre  per  rr, 

<iualun(iu(^  i\   j'.^^^i)  si    lui    '    /,i),r:=(),  e    pei'  -r,  ^^  0 
e    .r.^    qualunque    si    ha   anche  J  (0  x.^)  =  0.    Ui»indi 
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possiamo  dire  che  le  due  funzioni  /(a?i  0),  /{Ox^) 
sono  due  funzioni  rispettivamente  di  ^j^,  x.,  conti- 
nue nel  punto  0;  ma  la  f{x^x.^)  non  è  continua 
nello  stesso  punto.  Giacché  la  differenza: 

/(^i  ^2)  -  /(O  0)  =  sen  [are  tg  |^] 

non  converge  a  zero,  perchè  converge  ad  una 
quantità  dipendente  dal  modo  con  cui  j\  /\,  si 
fanno  contemporaneamente  convergere  a  zero.  Cosi, 
se  il  punto  di  coordinate  x^  x.,  lo  facciamo  muovere 
su  di  una  retta  di  equazione: 


X, 


quella  differenza  converge  alla  quantità  : 
sen  [are  tg  a\ 

§.  30. 

Diamo  ancora  un  esempio  di  funzione  di  (hie 
variabili,  per  la  quale  esiste,  ed  è  sempre  il  me- 
desimo, il  limite  avvicinandosi  al  punto  limite  in 
(pialunqu(;  direzione,  eppure  la  funzione  non  è 
(Muitinua,  perchè  per  essere  tale  dovrebbe  esistere 
il  limite  ed  essere  lo  stesso  non  solo  avvicinandosi 
al  punto  limite  in  qualunque  (lirezione,  nu\  più  ge- 
neralmente in  qualunque  maniera. 

Consideriamo  la  funzione  semplicissima: 


/  {x.  x„)  = „\        . 


/''////  :i<)iii  i/rscon tin ne. 


che  possiamo  scrivere: 


a\ 

4- 

.T, 

X.? 

X., 

X, 

Avviciniamoci  al  punto  (0, 0)  percorrendo  una 
qualunque  retta  partente  da  quel  punto,  cioè  una 
retta  di  equazione: 

X. 


Per  o«'ni  punto  di  una  tal    retta   il    valore   della 
funzione  è: 

a?,  1 


e   per  il    punto    (0,0)   il  suo  valore   limite    è  zero 
qualunque  sia  il  valore  di  a. 

Però  per  la  l'unzione  data  di  due  variabili  non 
esiste  il  limite  pel  punto  (0,0),  cioè  non  esiste  il 
limite  facendo  avvicinare  il  punto  {Xy,x.^  al  punto 
(0,0)  in  un'altra  qualunque  maniera.  Giacché  p.  es., 
poniamo  fra  XyX.^  la  relazione: 

1 

X.  =  X.,  sen  — , 

a?2 
colla  quale  effettivamente  possiamo  avvicinarci  al 
punto  (0,  0)  perchè  per  x.,  =  0  il  limite  di  x^  è  an- 
che zero. 

(  )ra  con  questa  relazione  fra  x^  x.^  il  limite  della 
funzione  è  il  limite  di  : 

\_ 

sen^    -  -f  -/ './ 


il  (puile  limite  non  esiste. 


1 

1 

1 

— 

x,^  sen 

,r 

a?2 

sen 

,r, 

+ 

r 

sen 
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Se  invece  facciamo  percorrere  al  punto  la  para- 
bola x,^^  =  x^^  la  /  ha  costantemente  il  valore-^,  e 

quindi  tale  ò  anche  il  suo  limite  per  x^  =  x^  =  0. 

Da  questo  esempio  risulta  che  il  limite  della  fun- 
zione di  due  varial)ili  può  essere  diverso  anche 
avvicinandosi  al  punto  limite  secondo  due  curve 
diverse  ma  aventi  la  medesima  tangente. 


§.  31. 

Un  altro  esempio  simile  al  precedente  lo  pos- 
siamo avere  nella  funzione  che  per  x.,  diversa  da 
zero  é: 

e  per  x.^  =  0  é  sempre  zero. 

Avvicinandosi  al  punto  (0,  0)  in  qualunque  dire- 
zione, si  ha  sempre  per  limite  zero,  perchè  se  que- 
sta direzione  è  quella  della  retta  x.^  =  0,  il  valore 
della  funzione  è  allora  per  ipotesi  sempre  zero,  e 
quindi  è  zero  anche  il  suo  limite  ;  e  se  invece  que- 
sta direzione  è  quella  della  retta  : 

-i  =  a  (a=;=oo) 

x^ 

si  ha  : 

e  questa  funzione  di  x^  ha  per  limite  zero  nel 
punto  Xj  =  0.  Però  la  funzione  data,  considerata 
come  funzione  di  d\ìr  \aiial)ili  non  è  continua  nel 
punto  (0, 0). 
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Infatti  facciamo  con  continnità  avvicinare  il  punto 
(,^1  c£'^,)  al  punto  (0,0)  seguendo  la  curva  di  equa- 
zione : 


^.,         1 

-- =sen--. 

\a 

i  /• 

diventa: 

sen^  — 

e  per  x^^^O  non  ha  alcun  limite  determinato. 

Avvicinandosi  invece  per  la  curva  x^^^^x/  dove 
sia  7P>-a,  la  /  ha  per  limite  l'infinito. 


§. 


Consideriamo  il  Seguente  altro  esempio  : 


/(^,,V)=     ""^ 


(1  +  //)^ 

dove  //  sia  sempre  compresa  fra  0  e  1: 
o^y^ì. 

Per  a?  =  00  il  limite  di  /  è  zero,  se  v  si  suppone 
fissa,  qualunque  del  resto  sia  il  vaNut'  che  i^li  si 
dia  fra  0  e  1. 

Invece  se  si  |)one: 

1 
■y  =  ¥ 

colla  quale  apposizione,  //  resta  anche  sempre  com- 
presa fra  zero  e  1  (supposto  .'-^l),  allora  il  limite 

di  /"  è       diverso  da  zero. 
e 
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Cosi  l'altra  funzione  : 


dove  //  sia  ancora  compreso  fra  0  e  1,  ha  ancora 
per  limite  zero  per  a?  =  -f-oo;  ma  se  //  si  suppone 
variabile  con  a?  e  si  pone  : 

1 

allora  il  limite  àìf{xij)  diventa -f  oo  per  a?  =  e». 

Questi  esempi  mostrano  che,  avvicinandosi  al 
punto  all'infinito  sull'asse  delle  x^  seguendo  l'asse 
delle  X  stesso,  ovvero  il  ramo  di  iperbole  avente 
per  assintoto  quell'asse,  si  può  avere  un  valore 
diverso  per  il  limite  della  funzione. 


§.  33. 

Nel  seguente  esempio  : 


fi^'.fj) 


2^  +  //-(^  +  //)' 


se  si  fa  tendere  a  zero  prima  x  e  poi  //  si  ha  per 
valore  del  limite,  zero;  se  prima  y  e  poi  a?,   si  ha 

[)er  valore  del  limite,  -^,  e  finalmente  se   si   fanno 

tendere  x^y  a  zero,  in  modo  però  che  il  limite  del 
loro  rapporto  sia  a  (qualunque),  cioè  se  si  pone 
//  =  a  a7,  e  poi  si  fa  tendere  x   a   zero   si   ha  per 

limite  Tz— — . 

2  +  a 
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§.  24. 

È  interessante  la  seguente  osservazione  sulla 
continuità  delle  funzioni  di  una  sola  variabile. 

Si  sa  che  se  f(x)  è  una  funzione  continua  in  un 
intervallo  da  a  a  b  e  se  A=f{a)  e  B=f{b)  sono 
due  valori  diversi  fra  loro,  essa  prende  nell'interno 
dell'intervallo  almeno  una  volta  tutti  i  valori  com- 
presi fra  A  Q  B.  Ora  il  teorema  reciproco  a  que- 
sto non  è  vero;  vi  possono  cioè  essere  delle  fun- 
zioni che,  divenendo  rispettivamente  A  e  E  per 
x^=a,  e  x^=b,  soddisfanno  alla  proprietà  di  assu- 
mere nell'intervallo  da  a  o.  b  tutti  i  valori  inter- 
medi fra  A  e  Bj  eppure  sono  funzioni  discontinue. 

Esempio  semplicissimo  di  ciò  è  la  funzione  che 
per  oc  diverso  da  zero  è  data  da: 

1 

y  =  sen  — 

ed  è  zero  per  ^=0.  Questa  funzione  è  natural- 
mente discontinua  nel  punto  a?  =  0,  eppure  in  un 
qualunque  intorno  comprendente  il  punto  zero  essa 
prende  tutti  i  valori  fra  —  1  e  +  1. 

§.  S5. 

Parità  e  disparità  delle  funzioni.  Una  funzione 
reale  di  una  variabile  reale  a-,  si  dice  pari  se  mu- 
tando X  in  —  .r  il  suo  valore  resta  immutato,  e  si 
dice  dispari  se  invece  collo  stesso  mutamento,  il 
suo  valore  resta  cambiato  di  segno.  Della  prima 
specie  è  la  funzione  cos  .r,  e  della  seconda  specie 
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è  la  funzione  sen  x.  Vi  sono  invece  funzioni 
che  non  sono  né  pari  né  dispari,  p.  es.,  la  fun- 
zione e^ .  Mutando  in  questa  x  in  —  a?  la  funzione 
per  un  x  qualunque  non  resta  inalterata  nel  suo 
valore  assoluto,  ma  resta  cambiata  di  valore. 

É  facile  però  far  vedere  cJie  ogni  funzione  può 
sempre  comporsi  come  somma  di  due  funzioni  una 
pari  e  una  dispari. 

Immaginiamo  una  funzione  definita  in  tutto  un 
campo  (la  ir  =  —  a  sino  a  x=^-\-a-^  e  sia  f{x). 

Evidentemente  la  funzione  : 

è  una  funzione  pari  perchè  resta  inalterata  collo 
scambio  di  x  in  ~x;  e  analogamente: 

f{x)-f{-x) 

e  una  funzione  dispari.  Chiamandole  rispettiva- 
m  ente  ^  {x\  ^  (x)  si  ha  : 

Una  funzione  razionale  pari  non  può  essere  che 
una  funzione  di  x',  e  una  funzione  razionale  di- 
s/turi  non  può  essere  che  il  pro(l(ìtto  di  x  per  una 
funzione  di  x-,  giacché  il  suo  quoziente  con  x  deve 
essere  una  funzione  pari. 

INFIMIRSIMI. 

§    S6. 

Sappiamo  ch(^  una  somma  di  infiniti  infinitesimi 
I)U()  essere  una  quantità  finita.  Diamo  un  esem|)io 
di  ('io. 
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Voiiliamo  considerare  il  limite  della  somtna: 

Ciascuno  dei  termini  di  questa  somma  è  un  in- 
iìnitesimo  per  a?  =  oo ,  ma  il  limite  della  loro  somma 
è  diverso  da  zero. 

Infatti  quella  somma  è  uguale  a: 

_l.(l_|_2  +  3  +  ...  +  a:)  = 

^    1    x{x-\-\)^    1  X    ^JL_4_A 

'oc"         2        ~    2""'"2p""    2   ~^Ì'x 

1 

Per  a?  =  c5o  il  limite  della  somma  è  dunque  -^-. 


Si  sa  una  condizione  safjìeicnte  perchè  una  somma 
di  infiniti  infinitesimi  sia  essa  stessa  un  infinitesi- 
mo, cioè  tenda  a  zero,  donde  poi  risulta  una  con- 
dizione; sufficiente  perchè  il  limite  di  una  somma 
di  infiniti  infinitesimi  non  resti  alterato  sostituendo 
a  questi,  altri  infinitesimi  che  differiscano  dai  dati 
rispettivamente  per  infinitesimi  di  ordine  superiore. 

Si  sa  che;  basta  che  le  differenze  fra  i  primi  e  i 
secondi  infinitesimi  non  solo  sieno  infinitesimi  di 
ordine  superiore  rispetto  ai  primi,  ma  sieno  uni- 
formemente di  ordine  superiore. 

Mostriamo  un  esempio  in  cui  non  verificandosi 
questa  condizione,  non  si  verifica  neanche  il  teo- 
rema di  cui  parliamo,  cioè  il  cosidetto  teorema 
della  sostituzione  di  i/t/initcsinii. 

Pascal.  3 
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Consideriamo  la  somma: 

«1  -+  «2  +  •  •  •  +  a«.  » 

(love  in  generale  sia: 

_    1 
^        n 
e  l'altra  somma: 

(love  sia  in  generale  : 


^^=10+^)- 


Per  n=^cc  tutti  gli  a  e  tutti  i  p  sono  infinitesimi, 
cioè  tendono  a  zero. 
La  differenza  fra  a^  e  ^p    cioè: 


£;>  —  Pp  —  «;>  —    ^2 

("i  un  infinitesimo  di  ordine  superiore  rispetto  ad 
o.p  ,  fip  che  sono  infinitesimi  del  medesimo  ordine, 
perchè  intatti  il  loro  rapporto  è  dato  da  : 

«y;  n 

e  quindi  tende  a<]  una  quantità  finita: 

lini   ^"  =\. 

a,, 

Però  gli  infinitesimi  t^,  ~  p,/  —  o^, ,  pure  essendo 
di  ordine  superiore  rispetto  ad  a^, ,  non  sono  uni- 
formemente di  ordine  superiore,  perchè  i  rapporti: 

a»  n 
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non  sono  infinitesimi  equiconvergenti  a  zero;  data 
infatti  una  quantità  piccola  a  piacere  a,  qualunque 
sia  il  numero  n  grande  lìnchè  si  vuole,  si  potrà 
sempre  scegliere  l'indice  />  in  modo  che  sia: 

La  somma  degli  inlinitesimi  ^^,  non  è  sostituibile 
a  quella  degli  infinitesimi  a^, .  Ed  infatti  la  somma 
degli  cL^y  è  uguale  a  1,  e  la  somma  dei  %  è: 

"^      'In'       —  '    >■     2  n 
e  quindi  i  limiti  delle  due  somme  sono  rispetti va- 
m(!nte   1  e    '    . 

§•  SS. 

Del  resto  per  la  validità  del  teorema  di  sostitu- 
zione degli  infinitesimi,  la  condizione  di  cui  ab- 
biamo parlato  nel  numero  precedente,  è  solo  una 
condizione  sufficiente,  com(^  abbiamo  già  avvertito, 
e  non  una  condizione  necessaria.  Mostriamo  in- 
fatti un  esempio  in  cui,  pure  non  verificandosi 
quella  condizione,  il  teorema  però  resta  valido. 

Consideriamo  le  seguenti  somme  di  infinitesimi: 

«1  -f  «-2  +  «:ì  +  •  •  •  +  «'^ 

dove  : 

1 
n 
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Ti  +  7->  +  •  •  •  +  T'^ 
d  ove  : 


--H'+f)- 


Il  limite  della  somma  delle  a  è  1,  e  il  limite  della 
somma  delle  7  è: 

-['+l(i+i+4+-+f)] 
=i+iim.i-(i+-L+4-+...+  ,;) 

e  si  può  dimostrare  che: 

H  '  ('+ 2 +4+---+ ,!)=«• 

Inratli  supponiamo  n  compreso  fra  2^'  e  2'+'. 
La  somma  : 

2  ^    3    ^    i    ^       ^   /i 
pU('>  scindersi  in  tauU^  [)arli  cnmc  sc-^ue: 

1 
'2 

3  ^    \ 
1,1,      I      ,      I 
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cioè  in  tante  parti  della  forma: 

_i__+„l_^.     +_L 

composte  di  2»'  termini  ciascuna.  Se  in  ciascuna  di 
queste  somme  in  luogo  di  ciascun  termine  poniamo 
il  primo  di  essi,  abbiamo  quantità  rispettivamente 
maggiori  di  ciascuna  di  (pielle  somme,  e  siccome 
d'altra  parte,  cosi  facendo,  otteniamo: 

2'-  +  1 

cioi'  \\\n\  frazione  minore  dell'unità,  possiamo  con- 
(•hiiidei'(;  (ile  ciascima  di  quelle  somme  e  minorii 
dell'unità. 

Ora  se  /i  e  minore  o  eguale  a  2^  +  ^  (ma  sempre 
maggiore  di  2^j  (nideutemente  si  otterranno  al  più 
A -f- l  di  tali  somme,  cUinque  possiamo  conchiu- 
dere che  : 


e  quindi  : 


1+    !   +...  +  4-</.'4-:i 


D'  altra  parte  : 
e  quindi,  essendo  tutti  positivi  gli  altri  termiui  del 
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secondo  membro,  si  ha 


Perciò  possiamo  scrivere; 

1    /  1  l    \       A-  4-  2         2  2 

-nV^    1    +•••  +  -«-)<     t     <i   +   !.- 

Il  secondo  membro  converge   a  zero  per  A  =c», 
e  quindi  il  limite  del  primo  membro  è  zero. 
Possiamo  dunque  dire  che: 

lim  2  ctp  =z  lim  ^  -^'p  ^1. 

Intanto  le  (bfferenze  : 

non  sono  neanche  tutte  infinitesimi  di  ordine  su- 
periore rispetto  ad  a^,  e  %  perchè: 

Iim    -^-  =  — 
«P         P 

che  per  />  diverso  da  oc,  è  una  quantità  finita. 

§.  39. 

Si  abl)ia  un  cerchio  di  equazione  x^ -\- fj- ^=  r',  e 
si  considerino  su  di  esso  due  punti  vicini  la  cui 
distanza  si  facezia  tendere  a  zero.  Da  uno  dei  punti  si 
conduca  la  tangente  al  cerchio  e  dall'altro  punto 
si  conduca  la  perpcMidicolaic  a  (|ii('sla  tangente. 
La  liinfjhczza  di  <iueHia  jicipciKlicolarc  sarà  un  in- 
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lì  II  itesi  mn    di   secondo    ordine  se    ìa  disia  nz^a  fra  i 

(Ine  pnnti  si  eonsidera  in Jìnitesinio  di  iirimo  ordine. 

Sieno   (-/'',    //')»  (^'^-/^//'^"/0   ^^    coordinate    (1(3Ì 

due  punti  del  cerchio  la  cui    distanza  sia  dunque: 

La  tangente  nel  [)unto  x'  ;/  avrà  per  equazione: 

X  x'  -j-  //  //'  —  r-  =  0 

e  la  distanza  dell'  altro  [)unto  da  questa  retta  è 
data  da  : 

,/  ^  (^'4-/0  x'  +_([/'_+  A) .'/'  —  r- 
\/x'-  -f  //- 

che,  per  elfello  dell'equazione  del  cerchio  thventa  : 

^  _/(x'  +  k  !i' 
r         ' 

Intanto  si  ha: 

{x^-^l,f^(,l'^ky=r^ 
donde: 

•Ix'  h^-lif  l,-\-lr-\-h-^[) 

e  tniindi  il  valore  assoluto  dell'espressione  di  so- 
pra resta  trasformato  in  quest'altro  indipendente 
da  -r'  //': 

'    '  2r  2r 

donde  si  \('(l(>  (die  lì  rispcUo  a  ò  ('  iiilìnitesimo  di 
2."  ordine. 
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FUNZIONI    RAI>I'11I;si:nt.\J'K    da    SKRIK. 
SERIE    EQUICON VERGENTI. 

§    30. 

Sappiamo  che  se  una  serie  i  cui  termini  sono 
funzioni  di  una  variabile,  é  eqinconrergente  (conver- 
(/ente  uniformemente  o  in  er/uaì  grado),  essa  è  una 
funzione  co/ìtinuri  dei  suoi  termini,  e  quindi,  in 
particolare,  se  i  termini  sono  funzioni  continue 
della  variabile,  allora  la  serie  rappresenta  una  fun- 
zione continua  della  variabile  stessa. 

La  condizione  della  e(j(iiconrer(/en:a,  è  una  con- 
dizione sufficiente,  ma  non  necessaria.  Daremo  qui 
alcuni  esempi  di  serie  che  non  sono  equiconver- 
genti  e  non  sono  funzioni  continue  in  un  punto, 
oppure  che  non  sono  equiconvergenti  eppure  sono 
funzioni  continue. 

Consideriamo  la  serie  : 


^^^^(\-\-nx){ì-j-(n-\-ì)x) 

=  1  r__i ^ 1 

l'ividentemente  la  somma  della  strie  e: 


lim(l-,      '       ). 


Per  a:  diverso  da  zero  questo  limile  e  I  ;  mentre 
che  per  x  =  0  questo  limite  e  zcio.  DuiKpie  la  se- 
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rie  in  quistione  rappresenta  una  funzione  continua 
in  ogni  punto  x  diverso  da  zero  (e  propriamente  è 
una  l'unzi(me  costante)  e  discontinua  nel  punto  x  —  0. 

l^saniiniamo  se  la  serie  è  equiconvergente  o  no 
in  un  intervallo  che  comprenda  il  punto  zero. 

Evidentemente  il  resto  A'^  della  serie  ha  per 
espressione  : 

^^"  ^  1  +  TT^- 

Se  noi  iuniiaginiamo  che  x  varii  in  un  intervallo 
che  non  comijriinda  il  punto  zci-n,  si;i  p.  es.  sem- 
[)re  positiva,  maggiore  di  a,  si  avrà: 

1    ^    1 


ì  -\-  nx      ì-\-n  a 
e,  (letcruiinando  //  in  modo  che: 
ì 

per  tutti  gli  x^a  si  ha  sempre: 

Rn  {X)  <  a 

e  perciò  la  serie  è  equiconvergente. 
Ma  se  invece  rt  =  0,  allora  per  quanto  si  prenda 

grande  n  si  potrà  sempre  prender»'  .r  cosi  pi^^'olo 
clic  il  jirndoUo  II  I  sia  piccnlo  a  [>iaccrc  e  (jiiiiidi 
che  : 

1 
\-\-nx 

sia  nuiggiore  di  una  qualunque  quantit;ì  data  pic- 
cola   a    i)iacere   (e  quindi  minore  di  i);    perciò    la 
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serie  non  è  equiconvergente  in    un   intervallo   che 
comprenda  o  che  al)bia  per  estremo,  il  punto  zero. 

§.  31. 

Diamo  ora  invece  l'esempio  di  una  serie  che  è 
funzione  continua  della  variabile,  senza  essere  una 
serie  equiconvergente. 

Consideriamo  il  seguente  esempio  di  Cantoh  : 

¥.  evidente  che  la  somma  della  serie  è  la  fun- 
zione continua  (anche  per  a?  =  0): 

X 

La  serie  è  funzi'>ne  continua  di  x  anche  per  ^e  =  0, 
eppure  si  può  mostrare  che  essa  non  è  equicon- 
vergente in  un  intervallo  che  comprenda  il  punto 
zero.  Infatti  : 

nx 


Ru  \x)  —  1—^    .^    .^ , 


ora    si    prenda    //    grande  quanto   si  vuole;  se  .r  e 
compresa  in  un  intervallo  che  comprenda  il  punto 

1 
zero,  si   potrà  sempre  prendere  a?  =  -     ,  e   allora 

/?n  sarà  egual»'.  ad -y-,  e  quindi   non   si    potr.i   mai 

ti'oxai'c  ini  //  in  modo  cIk'  /k7    //'///  iiH  a:  sia  sem- 
[)rc  Jìn  <.o  essendo  a  |)ic('ola  a  jiiacere. 


Sci  le   (Il   jìiih 


§    3S. 

Un  altro  esempio  della  stessa  specie  del  prece- 
dente ('  dato  dalla  serie: 

"2"  (2  n  X  e-"'''  —  (2  n  +  2)  x  6'-('^+')^^'). 

La    somma    tli    questa   serie    è    evidentemente 
eguale  a  : 

2i6'e-»^2 

e  questa  serie  rappresenta  una  funzione  continua 
di  x;  eppure  essa  non  è  una  serie  equic(ìnver- 
gente,  perclK',  il  resto  Rn  ha  per  espressione  in  va- 
lore assoluto  : 

/?,,  =  2(/?+  l)^e-(»+i)»=' 

e   per  x  =  -  -p^  il  limite   di  Rn  per  n  =  co  è  2,   e 

quindi  la  serie  non  è  equiconvergente  m  un  in- 
tervallo che  comprenda  il  punto  zero. 


§    33. 

Si  sa  degli  (dementi  del  Calcolo  (v.  p.  es.  il  mi(ì 
Calcolo  in  fi  flit.  voi.  I,  Gap.  I,  §.  7)  ch(!  se  A  è  un 
[»unto  interno  al  cam[)o  di  convergenza  di  una  se- 
rie di  potenze: 

/(x)=   1   OuX^, 
n=0 
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la  serie  rappresenta  in  tal  punto  una  funzione  con- 
tinua di  X. 

Si  presenta  ora  la  domanda:  una  tal  serie  di  pò- 
tenze  è  anche  funzione  ci^ntinua  per  il  punto  x  che 
è  Vesircmo  del  campo  di  convergenza  della  serie 
stessa,  supposto  che  per  tal  punto  la  serie  data 
sia  convergente? 

Un  teorema  conosciuto  sotto  il  nome  di  teorema 
di  Abf:l  risponde  a  questa  domanda  e  dice  che  :  se 
i  punii  dei  campo  di  convergenza  hanno  per  punto 
limite  b,  e  se  la  serie  di  potenze  è  convergente  per 
X  =  b,  il  suo  valore  in  b  è  proprio  il  limite  dei  va- 
lori della,  serie  per  x  tendente  a  b. 

Vogliamo  dimostrare  questo  teorema. 

Consideriamo  la  differenza: 

00  00  00 

1  Un  b"  —  2  a,,  ^'«  =  1  a,,  (//'   —  :i"'  ) 

0  0  0 

ciir,  ponendo  x=^bt,  pu(')  scriversi: 

l^/,//^(l-/"). 

0 

r)ra  si  può  dimostrare  che  per  /=  1  il  limite  del 
valore  di  questa  serie  è  zero  e  cosi  resta  dimo- 
strato l'assunto. 

Poniamo  : 

ln+p='Ì"^'nb-{\-i^) 


>'h+^,  =  r/n^-l  /;"+-'  +...  -\-(ln 


hn*-,> 
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donde: 

2,+p  =  (1  -  t-^^)S,^,  +  (1  -  t"^-^)  (.S-,  +  2  -  .S,+  i)4-  .  .  . 

+  ...  +  . 9.+^  (1-^'^+P) 

e,  chiamando  Sn  il  massimo  dei  valori  assoluti  di 
.Sh+1  . . .  Sa+p,  possiamo  scrivere  : 

2.+,,  ^6V  (1-2^"+/' +/"+!) 

osservando  che  le  parentesi  : 

sono  tutte  negative,  e  che  l'ultima  cioè  (1  —  V'+t")  è 
invece  positiva. 

Dall'  ultima    relazione   si    ricava    ancora,   osser- 
vando che,  essendo  ^<1,  si  ha  ^"+/' <  ^"+' : 

ed  essendo  convijriiCinte  la  serie  : 

00 

1  (la  b-"- 
0 

e  polendosi  (piindi  trovarci  un  11  tale  che  le  somme 
N;,  (  I  . .  .  .s„(/,  (11  qualunque)  sieno  minori  di  o  pic- 
colo il  pia('(M'(',  e  quindi  lo  sia  anche  n„,  si  ha: 

Ora,  trovato  un  tale  indice  //.  si  pu(')  sceiiliiM'c  sn 
cosi  vicino  a  l>,  e  (piindi  t  cosi  vicino  ad   I,  clic  la 
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somma  (di  un  numero  finito  di  termini) 

ì  =  ì  an  hn  (1  -  in) 
0  0 

sia  minore  di  ?,  perchè  ciascuno  di  questi  termini 
è  infìnitesim(ì  per  t=\.  Ricaviamo  dunque  che 
dato  o  piccolo  a  piacere  si  può  sempre  fare  che  : 


0 


cioè  che  : 


0  / 

essendo  /)  un  indice  (/ii(//ii/ii/ii('.  (li(')  basta  per  con- 
chiudere  che  1  tende  a  zero. 

0 

Come  applicazione»  di  questo   teorema   possiamo 
dire  che,  essendo  convergente  la  serie  : 

essa  è  il   lindte  per  -r  =  1  didla  serie: 

1      „   .      1      .,        1 

:{ 


^-  o  '^'^  'i  ^'-  i  '^■•H---- 


che,  come  si  sa,  è  uiiuale  a  : 

lo-   (1  +.T). 

Quindi    la    S(;ri(!    (Ulta   sar.i    eunale    a  lo^-  (1  -f-  I) 
ei()(''   \()'j:  2. 
Consideriamo   tutti  i  punti,  a    partire    dal    punto 


Serie  di  potenze. 


zero,  in  cui  una  serie  di  potenze  é  convergente 
assolutamente  ;  tali  punti  potranno  avere  un  punto 
limite  a  distanza  finita;  sia  h.  Ovixxìoì  a  priori  non 
|)ossiamo  dir  nulla  sulla  natura  della  serio,  jx'r 
r  —-I).  l>otrà  accadere  che  in  h  la  serie  sia  conver- 
licnte  assolutamente,  come  succede  per  la  serie: 

per  X  =  1  ;  può  accadere  che  sia  convergente  sera- 
li! ieem  ente,  come  si  verifica  per  la  serie  : 

1  2   "^"3~""*" 

per  i)?  =  -|-l;  (5  può  accadere  infine  che  la  serie  sia 
divergente,  come  accade  per: 

per  x=^-\-  [. 

Non  sussiste  il  reciproco  del  teorema  di  Ahel 
sopra  dimostrato;  cioè  una  serie  di  potenze  può 
rappresentane  una  funzione  che  abbia  un  limite 
per  X  =  />,  eppure  la  serie,  convergente  per  ogni  x 
milione  di  h,  e  divergente  in  b.  (Vedi:  Phinosiikim, 
Fiiiictiiiin'ti  mitendiic/ten  Differentiahiuoticnìri,.  vU\ 
Malh.  Ann.,  voi.  XLIV,  p.  il,  §.  3). 

§    34. 

Cauciiy  aveva  credut(ì  che  una  serie  convergente 
i  cui  termini  f:)Ssero  funzioni  continue  di  una  va- 
riabile, fosse  sempre  una    funzione    continua    della 
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variabile  stessa.  (Cours  d' Analf/s-p,  eir.,  p.  l'^l). 
Abi;l  trovò  falsa  questa  asserzione  iCi'i'lh's  .1.,  \n\.  I, 
|).  ;M(i,  nota)  portando  l'esempio  della  funzione: 

sen  2  X  , 
sen  X 1- . . . 

Vedi  a  questo  proposito  Cauchy  nei  Comptes  Ren- 
(ìas  (le  VAcad.  de  Paris,  t  3(),  p.  455  ;  e  inoltri;  : 
ì)u    Hois    Reymond,   Notiz  iìber  einen   Caucluj'sciten 

satz,  e  te.  Math.  Ann.,  voi,  IV,  p.  135. 
SEHJEr.,  Xote  iìber  eine  Eigenscha/t  der  Reihcn  rrel- 

c/te    diseontinuirliciten    Functionen    darslrllrn. 

Abh.  der  Munck.  Akad.,  voi.  V,  p.  38(1 
Cantor,  in  Math.  Ann.,  voi.  XVI,  p.  269. 
Vi;r/iMA\N,  in  Schh'miilch's  ZeitscJirift,  (3),  27,  p.  190. 
ll()LDi';i{,  ixrenzwerthe  von  Reihen   an   der   Conver- 

(jenzfjrenze.  Matìi.  Ann.  voi.  XX,  (1882). 
Di;  Hois  Reymond,  Ab/utnd/fUK/en  der  Muneli.  ALad., 

voi.  XII. 
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§.  35. 

Un  teorema,  che  va  sotto  il  nome  di  Gaucuv,  diee 
che  s<'  per  -z-^oo  Ìafi-T)  tende  all'infinito,  e  se  esi- 
ste, il  limite  della  derivata  ^/' (a?)  j)er  .r  =  oc,  tale;  li- 
mite si  ottiene  calc^olando  quello  di  : 

,7' 

per  x  =  cc,{\.](tmìiì  Ij':i()/ii  di  (rdroìo,  l,(;ap.  II,  §.  1). 


hcriralc  tli,   una    t n i, gioite  i-':' 

Ora  fandanrìo  vedere  come  possa  esistere  questo 

liiiiiic  senza  che  esista  il  limite  della  derivata. 

Sia: 

1 

J\x)  =^x  -\ sen  {x^) 

che   per  57  =  00  diventa   infinita    con   setino   deter- 
minato. 
F'ormiamo  il  rapporto  incrementale  : 

h  ~ 

,  .       I  ......       1 


sen  (a-  -f  //)- sen  {x'^) 


X  -\-  h  X 

—  ! . .   ) 

lì 

la  (ku'ivala  iVi  J'{x)  jx'r  x  diverso  da  infinito  è: 

1 

/■'  {x)  —  \  — -y  sen  (-7^^)  +  1  cos  {x") 

il  cui  limite  per  ,7/  =  ocè  indeterminato,  mentre 
che  il  limite  del  rapporto  incrementale  per  x'  =  x) 
e  per  //  qualuncpie,  e  indipendente  da  h.  ed  *'•  (ri- 
dentemente C'i'uale  ad   1. 

S(>  Innnianm  il  limite   di  "^     '  cini'  di: 

l-l--i-sen(x-) 

per  a:  =00,  troviamo  anche  i  i)cr  valore  del  limit(\ 
Consideriamo  ora  un  esem[)in  in  cui  esiste  il  li- 
mite! (Iella  dei'ivata  per  a:  =  oo. 

Sia  ^/  (.r)    -  loiZ'.r,  la  (miì  derivala   (>         ,   <'lie    per 

.r       y:  e  zero. 

l'A^CAI..  4 


50  Derivate  di  una  funzione. 


Il  rapporto  incrementale  é: 


log(a:  +  A)-loga;_    i    ^^^ 


h  II 

Per  X  =  oc  questo  rapporto  incrementale  ò  zero, 
e  quindi  è  zero  anche  il  suo  limite  per  A  =  0.  Tale 
è  anche  il  valore  del  limite  : 

lim  !^^. 

Su  questo  argomento  possono  vedersi: 

Du  Bois  Reymond,  Annali  di  Mai.,  (2)  voi.  IV. 

»  Math.  Ann.,  voi.  XVI. 

Stolz,  Math.  Ann.,  voi.  XV. 
RouQUKT,  Nouv.  Ann.  de  Mat/t.,  voi.  XVI. 


36. 


Si  abbia  una  funzione  di  x  contenente  un  para- 
metro //: 

si  formi  la  derivata  di  /  rispetto  ad  -r,  e  si  calcoli 
il  limite  dì  (juesta  derivata  per  ii^=a\  indi  si  fac- 
cia il  pi 'H  .alimento  inverso,  cioè  si  calcoli  prima 
il  limili}  di  y  per  !J  =  a,  e  poi  di  questo  limite  se 
ne  faccia  la  derivata.  I  due  risultati  saranno  fra 
loro  eguali?  V.  cìnì^  invci-libile  il  segno  di  limite 
rispetto  ad  //,  col  segno  di  derivazione  rispetto  ad 
,7'/  !•;  facdc  vedere  che  in  i^fiiciah!  ciò  non  si  ve- 
ri li  ca. 
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Sia  p.  es.  : 

/(x-,)  =  -"-^) 
e  quindi: 

j;^/(^'//)=cos(//a?) 

il  cui  limite  per  //  =  <»  è  indeterminato. 

T  -1  T     -x  T  sen  ((/  x)  . 

Invece  il  limite  per  (/  =  oo   di — -  e  zero  per 

qualunque  valore  di  x,  e  quindi  la  sua   derivata  è 
zero. 


Sappiamo  che  il  limite  del  rapporto  incrementale: 

f(x  +  h)-f{x) 
h 

quando    esiste,   è    la    derivata    della    funzione    nel 
punto  a:. 
Vediamo  ora  che  cosa  è  il  limite: 

^.^f(oo  +  nh)-f{x  +  (n-i)h) 
/i=o  à 

essendo  n  un  numero  finito. 
Noi  possiamo  scrivere  identicamente  : 

f(x  +  nh)-f(x-{-{n-i)/0 
h 

_^fix  +  nh)-f{x) 


ì 


n  h 
f{x^{n-\)h)-f{x) 
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Per  /(-=0  il  secondo  membro  diventa: 

nf(x)-{n-[)f(x)=f(x), 

quindi  concludiamo  che  il  limite  dell'espressione 
soprascritta  è  lo  stesso  del  limite  del  semplice  rap 
porto  incrementale. 

§•  38. 

Possiamo  trovare  una  condizione  sufficiente  per- 
chè una  funzione  continua  ammetta  derivata  in 
ogni  punto  di  un  intervallo.  Propriamente  daremo 
una  condizione  sufficiente  perchè  la  funzione  am- 
metta una  derivata  destra,  e  una  derivata  sinistra; 
poi  sarà  facile  stabilire  un'altra  condizione  perchè 
queste  (Ine  derivate  sieno  anche  fra  loro  eguali. 

Siij>p()iii(iin()  clic  per  Of/ni  a;  coni  preso  fra  <i  e  h 
si  /tossa,  trovare  un  h  in  modo  r//r  per  esso  e  pt'r 
oi/ni  a/(ro  minore  (meno  jtcr  //=:())  /(t  ('spi'cssionc: 

f{x^h)-^f{x-h)-'lf{x)  (1) 

sia  diversa  da  zero  e  di  sr^pio  costante,  r/na/nnf/nc 
sia  x;  allora  si  pnn  diìnostiarc  che  In  f  i.ri  [che 
si  sappone  naturalmente  innùone  continua)  ha  una 
derivata  a  destra  e  nim  derivata  a  sinistra.  (Stolz, 
Grundzuge  det  hiiì.  n.  Ini.  lìecìin.,  p.  .'35;  vedi  an- 
che Stolz,  Aridimctih,  1,  p.   11>5). 

Prima  di  tutto  dimostriamo  che,  per  l'ipotesi 
fatta,  se  ,  .r.,  sono  due  punti  qualiiucpie  dell'inter- 
vallo da  (I  a  h  {x\  <  a'a),  e  se  .r  è  un  punto  com- 
preso fra  essi,  anche  la  espressione: 

{.r,  -  x)f{x,)  -f  (.r,  -  x,)fix)-]-{x  -  x,)f(x,)        (2) 
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avrà  segno  costante,  e  propriamente  lo  stesso   se- 
gno della  espressione  (i;. 
Consideriamo  infatti  la  espressione  : 

/■(^■■) + -^~~~^  (*  -  ^'J  -  /(■^■> = f  f-^-) 

la  qual(3  si  ottiene  da  (2)  ponendo  in  questa: 

or,^  —  X=^  (a,\  —  ^i)  —  {^  —  -^'i) 

e  poi  dividendo  per  x.,  —  x^  che  è  quantità  positiva. 
La  cp(x)  avrà  sempre  il  medesimo  segno  di  (2);  se 
noi  quindi  dimostriamo  (die,  per  le  ipotesi  fatte,  la 
<p(a')  ha  sempre  il  medesimo  segno  di  (1)  per  qua- 
lunque oc,  resta  dimostrato  che  (i)  (2)  hanno  sem- 
pre lo  stesso  segno  per  qualunque  x. 
Ora  è  evidente  intanto  che: 

e  inoltrt'-  «'sscndo  la  /  (.r)  e  quin(h  anche  la  cp  {x) 
una  funzione  continua,  vi  sarà  sempre  un  punto 
nell'intervallo  da  a  a  h  in  cui  «  (a*)  preiidc  (dt'clti- 
vamente  il  valore  corrispondente  al  limiti;  infe- 
riore o  al  limite  superiore  dei  valori  che  essa  ha 
in  tutto  un  tale  intervallo. 

Ora,  per  fissare  le  idee,  supponiamo  che  la  (1) 
abbia  sempre  valore  positivo;  allora  essendo,  come 
è  facile  verificare  : 

o  {x -f  //)-[-  cp  (.r  —  //)  —  2  o  (.r)  = 
=  -  LfOr  +  /O  -f-/(.r  -  //)  -  2,/'r.r)| 

si  ha  che  il  primo  meml)ro  di   qu(ìsta    espressione 
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deve  avere  sempre  valore  negativo  qualunque  sia 
X  per  un  Ji  convenientemente  scelto  e  per  tutti  gli 
h  ad  esso  minori 5  se  vi  fosse  hqW interno  dell'in- 
tervallo da  cTj  ad  x^  un  punto  in  cui  cp  {x)  assuma 
per  valore  quello  del  limite  inferiore,  e  sia  Xo  un 
tale  punto: 

cp  (Xo  + /O  —  cp  (Xo) 
?  (^0  —  /O  -  ?  i^o) 

sarebbero  due  quantità  positive,  e  quindi  la  loro 
somma  sarebbe  positiva,  contro  quello  che  abbiamo 
detto  sopra;  si  ricava  che  il  punto  .r^  non  può 
essere  che  il  punto  a-^  o  il  punto  x^  in  cui  la  cp  ha 
valore  zero;  dunque  il  limite  inferiore  dei  valori 
di  cp  neir  intervallo  da  x\  a  x^,  è  zero,  cioè  cp  in 
tutto  un  tale  intervallo  è  sempre  positiva.  Per  le 
osservazioni  fatte  ne  ricaviamo  perciò  che  anche 
la  (2)  per  qualunque  x  è  sempre  positiva,  e  quindi: 

f(x,)-f{x,)      f(x)-f(x,) 

k-V-Q      ■""■"      *^1  ^^      — —      ,^- 

è  anche  sempre  positiva  per  qualunque  x;  cioè  il 
rapporto  incrementale: 

f\x,)-f(x,) 

X2         Xj 

è  sempre  maggiore  del  rapporto  incrementale: 

/(x)-/(xj 

qualunque^  sia  x.^,  e  qualunqiK'  sin  .v  eoìnprcso  fra 
X,  e  x^.    Dunque   il    rapporto    hk  rcinciiLal»!    dcsli'o 
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(iella  funzione /(x)  nel  punto  x^  cioè: 

f{x,-\~h)-f{x,) 
h 

diminuisce  continuamente  di  valore  col  diminuire 
di  h,  e  perciò  esso  tenderà  certamente  ad  un  li- 
mite che  o  sarà  una  quantità  finita  o  sarà  —  oo . 

Analogamente  si  può  far  vedere  che  nella  stessa 
ipotesi  che  la  (1)  sia  sempre  positiva,  il  rapporto 
incrementale  sinistro  in  x.^  tenderà  ad  un  limite 
che  sarà  o  una  quantità  finita  o  -\-  oo.  Ed  essendo 
x^  Xjj  due  punti  arbitrari  di  tutto  l' intervallo  da 
a  a  6  ne  ricaviamo  che  per  ogni  punto  esiste  la 
derivata  destra  e  la  derivata  sinistra. 

Queste  due  derivate  saranno  poi  fra  loro  eguali, 
cioè  esisterà  un  unico  limite  finito  del  rapporto 
incrementale  nel  punto  x^^^  quando  si  potrà  sempre 
tn^vare  un  intorno  a  destra  e*  a  sinistra  di  x^  in 
modo  che  la  differenza  dei  rapporti  incrementali 
in  due  punti  qualunque  di  tale  intorno,  p.  es.  la 
differenza  di: 

fipo,±h)^-f{x,) 
h 

e  di: 

S{\-h)-f{x,) 
-h 

si  possa  rendere  piccolo  a  piacere;  cioè  quando: 

/(^o  +  /Q  +  /  {X,  -h)-'l  f  (X,) 
h 

si  possa  rendere  piccola  a  piacer»'. 
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Ciò  deriva  da  ({iiaiito  è  noto  circa  la  condizione 
d'esistenza  di  un  limite  unico  destro  e  sinistro  per 
una    funzi(ìne  in  un  punto.' 


DERIVAZIONI':    PER    SERIE. 

§   39. 

È  ben  noto  un  teorema  cIk;  (hi  una  condiziDiie 
sufficiente  perchè  una  serie  di  funzioni  sia  derixa- 
])ile  termine  a  termine,  'l'ale  condizione  è  che  /a 
serie  delle  derirate  sia  mut  ,serie  etjuieo/iren/e/ile 
(v.  le  mie  Leziotii  di  Ca/eo/o,  I,  Caj).  II,  §.  '2). 

Diamo  un  esempio  di  una  serie  la  cui  dcuivata 
esiste,  ma  non  è  espressa  dalla  serie  delle  «lerivate 
dei  singoli  termini  della  serie  data. 

Si  abbia  la  serie  :• 

sen  2  3fj  1  sen  'ì  x 
sen  X ^   H-      .^       —  . . . 

che  è  converiiHinte  [)er  o^^ni    .r   in    valore    assoluto 
ndnore  di  tt,  e  ha  })er  valore  -j--v.  La  sua  dei'ivata 

(kuique  |)er  n-ni  xalore  di  x  è  s<;mpre  uguale  ad     ^  . 
Ma  la  serie  d(3lle  derivate  cioè: 

cos  X  —  cos  2  a:  +  ("'^f^  ^  x  —  . . . 

non  è  neanche  una  sei-ie  (■(Ui\('ri^(Uite,   irui  <■  iude- 
ternunata  pei'(die  e  iudetenniiiali»  il  limite  del  t«;r- 

lllilie    -ciierale    di    (|l|e.sla    sel'ie. 

1'^  faci!»'  uioslrai-e  cn»  die   alil»iaiii  >    asserito    eln; 
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la  sci'ie  S()|ii'aiii(li('ala  n  ima  sci'ii;  convcriioiitt',  (id 

ha   per  valorii     _,    x. 

Consideriamo   la  serie    logaritmica   per  z   com- 
plesso: 

i.,g(i+..)=^--;'  +4----- 

z=^^  (cos  X*  -f-  i^  sen  x)  =  p  r^'" 

e  che  è  converj^ente  per  p  -<  I  e  per  p  ==  I  purché 
.r  sia  diverso  da  tt. 
l'oniamo  : 


ilonde  : 


I  -|-  p  cos  ^  ^^  r  cos  ij 
p  sen  X  =  r  sen  // 


r  =  v/  l  +  p'"^  4"  'i?  cos  X 

1, )o-  (I  -|-  ,:,)  =:  Ino- ,.  -^  / ,/  .|_  2  /.  ;.  /^ 

Siip|)()niam<)  che  .r,  //  siciio  amlH'diic  compri^si 
Tra  —  TT  e  -j-  TT  (esclusi  <;ii  estremi);  allora  da  (pic- 
stc  tbrmole  si  vede  che  a",  //  sono  andtedue  posi- 
tivi o  and)edue  ne^rativi.  Se  j  — o  cioè  se  p  =  o,  // 
(IcAc  essere  zero,  e  /•  <leve  essere  eguale  ad  1  ; 
qiiimli  (iair  iilliiiia  lonnola  si  ricava  che  A'  deve 
essere  zer<ì.  halle  ipotesi  lalle  per  v  e  x  si  ha 
dunque  : 

log  (  l-]-c-)^  log  r-f//y 
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Poniamo  p  =  1  :  allora  : 

r  =  v/  2  (1  4-  cos  X)  =  2  cos  -^  x 

r  cos  u  =  i-\-  cos  X  =  cos^  — p  a* 


cos  //  =  cos  -^~-  X 

1  1 

r  sen  //  =  sen  x"  —  2  sen  -^  x  cos  —y-  x 

1 

sen  ij  =  sen  -3-  a: , 

quindi  possiamo  dire  che  per  p  =  l  si  ha: 

1 

Nella  serie  logaritmica  precedente  sostituendo 
a  primo  e  secondo  membro  i  loro  valori  e  poi 
eguagliando  fra  loro  le  parti  reali  e  le  parti  imma- 
ginarie dei  due  membri  si  hanno  le  due  formole: 

1      \      cos  X      cos  2  X  ,  cos  3  x 


,      /,.          1      \      cos  X      cos  2  X  , 
log^2cos   .y^)^~^ ^~+      3 

1       _  sen  X      sen  2x      sen  3  x 
T"^-  ~ì  2        •■  ~~3  •  •  • 

e,  per  le  cose  dette,  queste  formole  sussistono  per 
X  compreso  fra  —  t  e  -\- -k.  Per  un  x  esterno  a 
questo  campo  si  potrebi)ero  sul)ito  di  qui  ricavare 
formole  analoghe.  È  facile  vedere  che  queste  serie 
rappresentano  delle  funzioni  disconiinue  di  x,  per- 
chè, per  esempio,  la  seconda  di  esse  per  .T  =  7r  ha 
valore  zero,  mentre  che  il  primo  membro  converge 

,    1 
ad-^TT. 
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§   40. 

Diamo  un  esempio  di  una  serie  tale  che  la  serie 
delle  derivate  non  sia  equiconvergente  pure  essendo 
la  derivata  della  serie  data. 

Consideriamo  la  serie  : 

1  {n  x"  e-^^''  —  {n  +  1)  ^-'^  e -''*+!)•'•'') 

il  eui  valore  è: 

X-  e-^'^. 
I)(!i'i\an(l(>  termine  a  termini;  si  ha  la  serie: 

00 

1  [(2  n  X  e-''-''^  —  2  tv  x-"  e -"•'"')  — 

—  (2  {n  -f  1)  X-  6'-(«+i)''^'  —  2  (ai  +  1)'-  x""  e-C^+D^^'-^)] 
il  cui  valore  é: 

2  X  e-^-  —  1x^  e-*- 

che  è  la  derivata  della  serie  data  anche  per  a:  =  o; 
intanto  ambedue  queste  serie  non  sono  equicon- 
vergenti  in  un  intervallo  che  comprenda  x=^o. 

§   41. 

Un  altro  esempio  simile  i\  dato  dalla  serie: 

:^(,'^^iogKa-H-i)- 

^        lo-[(,^+l/-\r-M-ll 


2(n  +  l) 


60  J)('rir(t:i()in'  /icf  sciic. 


il  cui  valore  é: 


\    log  (or--' +1). 


Oii<!sta  serie  è  equiconvergente-,  inalasene  delle 
derivate  cioè: 

nx  {n-\-ì)x 


rv'x'-^-ì        {n -\- \f  x' -\- \ 
non  è  equiconvergente,  mentre  il  suo  valore: 

X 

è  esattamente  la  derivata  della  serie  data.  Il  li- 
mite per  ri  =  o:)  del  resto  della  serie  delle  derivate 
cioè: 

fi  X 


e  zero. 


n==  ri-  X-  -\-  1 


^    43. 


D'altra  j)art(;  diainn  mi  cscinpio  di  una  serie  di 
cui  la  serie  delh^  derivate  non  e  eqtiiconvergente  e 
che  non  rappresenta  la  derivata  della  data. 

Consideriamo  : 


/ x''  __a:^\ 
\n        n-\-\l 


la  cui  somma  è  x. 
La  serie  delle  derivate  è  : 

1  (a:»-i  -  x")  =  2Ì  x"-^  (1  —  x) 

ed  ha  i)er  valon?  1  p(!r   ogni  x  diverso  da  1  e  per 
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valore  zero  per  x=  i.  In  un  campo  attorno  il  punto 
x  —  i,  la  serie  non  pu(')  dunque  essere  equiconver- 
gente  perchè  non  è  una  funzione  continua  di  x. 
Intanto  la  derivata  della  serie  data  è  sempre  eguale 
ad   i  anche  per  .r  =  1. 

FUNZIONI    SHNZA    DEHIVA'J'A. 

§.43. 

Sappiamo  che  la  continuitc'i  non  è  una  condizione 
sulìicnente  per  la  derivabilità  di  una  funzione.  Da- 
remo ora  i  principali  esempi  di  funzioni  continue 
che  non  ammettono  derivata,  o  che  hanno  rispetto 
alla  derivata  della  singolarità  di  varia  natura. 

Il  seguente  è  il  classico  esempio  di  Weierstrass 
di  una  funzione  continua  che  in  nessun  punto  am- 
metta derivata. 

Consideriamo  la  serie  : 

/(■x)  =  1  Ò»  C0S(7r  a''  x) 

?i=0 

(love  a  r  un  intero  dispari,  «^  h  è  un  numero  posi- 
tivo luinoi-e  di  1.  Con  (|ueste  ipotesi  evidentemente 
la  serie  non  solo  ('■  convergente,  ma  è  c(piicouver- 
gente,  perché  la  serie  dei  massimi  è: 

1  />« 

ed  è  convergente  essendo  ^  <  1.  Di  qui  si  ricava 
che/'(-r)  e  anche  una  funzione  continua  di  se. 

Sia  ;r„  un  valore  qualunque  di  a\  Cominciamo  a 
stabilire  in  una  certa  maniera  un  gruppo  di  punti 
a    (leslra    e    a    sinistra    del    {)unto  o-^   e   aventi  per 
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punto  limite  il  punto  x\  stesso.  Faremo  vedere  che 
il  limite  del  rapporto  incrementale  non  esiste  fa- 
cendo convergere  x  ad  Xq  passando  per  tutti  i 
punti  del  gruppo  di  cui  si  parla;  allora  potrà  de- 
dursi  che  non  esiste  la  derivata  nel  senso  vero 
della  parola,  perchè  se  questa  esistesse  dovrebbe 
essere  il  limite  del  rapporto  incrementale,  limite 
preso  col  far  convergere  in  una  qualunque  maniera 
X  ad  Xq. 

Dato  un  numero  intero  positivo  m,  possiamo  de- 
terminare sempre  un  numero  intero  Um  in  modo 
che  la  differenza: 

a     Xq         Om  =  Xm-\-l' 

sia  compresa   fra -y-  e  +9     inclusivamente  5 

giacché  se  a"*  Xq  non  è  intero  basterà  prendere  per 
Om  il  numero  intero  più  vicino  ad  esso;    e  se  esso 
è  intero  basta  prendere   Um  esattamente   eguale   a 
W'x^^,  e  in  tal  caso  Xm  +  ì  sarebbe  zero. 
Poniamo  allora: 


l'a  : 

1  +  Xm^l       , 
^0-                  ^^m 

X"       r  -  ^  ~  •'"+^ 

Essendo    Xm  +  \    in   valore    assoluto    minore    od 
1 
eguale  ad  -^  si  ha  che   l-f-^^m  +  i,  1  —  Xm  +  i  sa- 
ranno in  ogni  caso  delle  quantità  positive,  e  quindi 
x'  —  ^„  sarà  negativo,  e  x"  —  ,a?„  sarà  {)Ositivo  cioè 
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i  punti  x'  e  x"  stanno  da  parti  opposte  del  punto  a?o5 
e  inoltre,  aumentando  il  numero  ni,  essi  si  avvici- 
nano indefinitivamente  al  punto  oo^y.  Abbiamo  dun- 
que cosi  costruito  dalle  due  parti  di  a?o  due  gruppi 
i!i  punti,  i  cui  punti  limiti  sono  il  punto  a?o  stesso. 
Formiamo  ora  il  rapporto  incrementale.  Si  ha: 

f{^')  —fi^o)   _'\  fu  ^^^  ^  ^'*  ^'  "~  ^^^  ^  ^'*  ^t! 
X'  —Xq  IT  X'  —  Xo 

"*v  '  .     ,  s  "  COS  a^  TZX'  —  COS  a™  TT  a7o    , 

=  Z   (ab) ^TT—r ^ h 

_l    'v    /  w+„,  COS  «'"+'*  t:  x'  —  COS  a"^+'*  TT  Xq 


0 


a?'  — a^o 


Esaminiamo  la  prima  parte  di  questo  sommato- 
rio.  Possiamo  scrivere  : 

(•(  )S  CO'  TI  X'  COS  a^  TT  .To  _ 

a^lx'  —  xo)  ~~ 

sen  ,-,    rpi  tt  (x'  —  .r„) 
—  —  7r  sen    ,^    ft'*  71  (a;'  +  •'^o) T — 

-2"  a**  TT  (a?'  —   £Co) 

e  i  due  ultimi  fattori   del    secondo    membro    oscil- 
lano   fra  —  1  e  +   l  -,    il    primo    può    ra.u'L;iiiiii:t'i'(; 
questi  limiti,  nui  il  secondo  no,  ammenoché  :''  non 
coincida  con  av 
Possiamo  quindi  scrivere  in  valore  assoluto: 

'"v'      / .    COS  a'^  TT  .r'  —  cos  a"  it  x., 

n    0  (V'  {x   —  Xo) 
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Esaminiamo    ora  la   seconda  parte   del  sonmia- 
torio. 
Essendo  a  un  numero  intero  dispari  si  ha: 

cos  r/"'+"  -  x'  =  cos  r^"  {((,„  —  1)  -  =  (—  1)"'"-^ 

oos  r/"'+"  TT  .>•„  =  cos  a'^  {Um  t:-\--  .'•»(+0  = 

=  (—rfm  eos  a"  Tt  ^,«fi. 

Abbiamo  dunque  : 

^_^     (^     I    '  I     -  ■  — 

I  termini  racchiusi  sotto  il  sommatorie  sono  tutti 
positivi,    perchè,    essendo   ./■,„+i  compreso    sempre 

fra  —    ,y  e  + -^,  il    denominatore    sarà    sempre 

13. 
positivo,  (i  sarà  compreso  fra    ,,-,  e    .y-;  mentre  il 

numeratore  sani   ex  idfiitemente  sempre  compreso 
fra  0  e  2.  Il  primo  di  tali  termini  cioè  il  termine: 

t  -f  cos  77  .r,,,^! 

2 

sarà  (^ompreso  fra    "    e  4-  perche  il   numeratore  e 

compreso  fra  1  e  2  non    polendo  cos  tt.'',,,.^.!  csscu-e 
mai  ncLralivo,  j)crch<''  .''„,  +  i  ••  minore  od    <3i:iiale    ad 

1 

— ^     in  vaior(3  assoluto. 
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Raccogliendo  possiamo  dunque  dire  che: 

oc'  —  x^  aO  —  ì^^      ^  ;{ 

dove  e'  ('  un  numero  compreso  fra  —  1  e  -f-  1,  e  W 
('  un  numt^ro  positivo  maggiore  di  1. 
Analogamente  si  può  trovare  : 

x"  —  oOf,  ab  —  i  3 

dov(i  e"  y\"  hanno  gli  analoghi  significati  che  t'  W. 
Se,  (jiiindi  noi  scegliamo  due  numeri  a,  b  tali  che: 

ab-  [^  :\ 

cioè: 

a  b  >-^  Tf-j-  1  , 

allora  evidentemente  in  ciascuna  di  queste  due  ul- 
time espressi(ìni  prevarrà  il  segno  del  se(^ondo  ter- 
mine, e  quindi  i  due  rapporti  incrementali  avnuitio 
costantemente  segni  opposti,  ed,  essendo  {ab)  mag- 
giore (li  1,  i  loro  valori  assoluti  cresceranno  oltre 
ogni  limite!  col  cr(5scere  di  m,  cioè  coll'avvicinarsi 
(lei  due  punti  '^''  x"  al  punto  x^.  Quindi  la  funzione 
/  {x)  non  avrà  per  alcun  valore  di  x^^,  derivata  de- 
terminata finita  o  infinita. 

Ciò  non  toglie  pero  che  per  certi  valori  di  .r,,  si 
possa  determinare  uno  speciale  gruppo  di  punti 
aventi  per  punto  limite  ,'\, ,  e  tale  che  per  esso  il 
limite  del  rapjx^rto incrementale  è  determinato,  ma 
ciò  non  significa,  come    già    abiiiamo   osservato  in 

l'AS;;.M..  ;, 
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principio,  che  esiste  la  derivata  propriamente  detta. 
Su  questo  malinteso  è  fondata  un'  obbiezione  che 
Wiener  fece  alle  conclusioni  di  Weierstrass 
(Creile' s  J.  1881,  t.  XG).  Vedi  la  risposta  di  Weier- 
strass (AbhandL  aiis  der  Funet.,  p.iOO).  Del  resto  il 
lavoro  di  Wiener,  considerato  come  uno  studio 
dettagliato  geometrico  e  analitico  della  funzione 
di  Weierstrass,  è  un  lavoro  pregevole. 

§.  44. 

Passiamo  ora  ad  esporre  un  esempio  proposto 
da  Hankel  (MatJì.  Ann.,  voi.  XX,  pag.  78)  di  una 
funzione  che  non  ammette  derivata  non  in  tutti 
i  punti,  ma  in  infiniti  punti  di  qualunque  tratto 
finito. 

Sia  cp  (//)  una  funzione  che  per  i  valori  di  //  fra 
—  l  e  +  1  (tranne  per  //  =  0)  è  finita  continua  e 
sempre  inferiore  ad  un  numero  A,  e  per  //  =  0  è 
zero.  Allora  ponendo: 

//  =  sen  {n  -k  x)  ,        {n  =  intero) , 

w. 
per  ogni  r  della  forma  razionale  —  {ni  =  intero), 

la  //   (e  (]inndi    la  9)   «'  zero,  e  per  ogni  r  di  altra 
forma  la  y  »■  diversa  da  zero  e    compresa  fra  —  1 
e+1. 
Formiamo  allora  la  serie  : 

/  (oc)  =  1  r_v ^  _ L  (s  >  1  ) 

che;    sarà    ('qiii('oiiv(;rg(Mit(',   pcrclR'   i    suoi   termini 
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sono  minori  Vii  quelli  della  serie  : 

che  ò  convergente. 

La  /  0^)  rappresenta  dunque  una  funzione  con- 
tinua di  X  in  tutti  i  punti  «'  meno  quelli  che  corri- 
spondono ad  //  =  0  in  cui  la  'f  non  si  è  supposta  con- 

tn 
tinua,  cioè  meno  nei  punti  della  forma  x=^- — ^;  se 

poi  ammettiamo  che  f  (//)  è  continua  anche  in  //  =  0, 
allora  \a  f  {x)  è  continua  in  tutti  i  punti  x.  Il  nu- 
mero n  nella  espressione  di  /  {x)  non  è  un  numero 
fìsso,  ma  dipende  dal  posto  del  termine  che  si  con- 

sidera,  quindi  in  qualunque  punto   della  forma  — 

saranno  (ILsconiinni  alcuni  termini  della  serie,  cioè 
il  termine  /i"'",  il  termint;  2/P*"  etc,  e  quindi  sarà 
discontinua  la  serie;  possiamo  perci(')  dire  che  la 
seri(;  sarà  discontinua  in  tutti  i  punti  razionali  se 
co  (//)  si  suppone  discontinua  in  //  =  0,  e  sarà  con- 
tinua in  tutti  i  punti,  se  co  (y)  è  continua  in  //  =  (I. 
I''saniiniamo  il  valore  della  serie  per  un  x  razio- 

naie  della  forma        .  Tutti  i  termini  in  cui  l'indice 

ìj. 

n  è  multiplo  di  u.  sono  evidentemente  zero  per  ipo- 
tesi, (i  (piindi  li  possiamo  sopprimere,  e  pf)ssiamo 
scriv(U'e  : 

d(ìve  con  ^(7)  voi:ii;uno  iiitcìidci'c  clic  liiso-na  cstcu- 
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(lere   il   sommatorio    per   tutti   i  valori  di  n  meno 
per  quelli  multipli  di  u.. 


Formiamo 


/•(;;-  +  /,).snm: 


^9  [sen  n  ( -^  +  A  )  tt  1 

1    ^,  o  [  ±  sen  {n  ^t_/M^)J 

dove  nel  secondo  termine  bisoana  considerare  il 
segno  4-  quando  il  prodotto  n  v  è  pari,  e  il  seiiuo 
—  quando  n^  è  dispari. 

Si  ha  quindi  per  espressione  del  rapporto  incre- 
mentale in  un  punto  .r  razionale  della  tonna         : 

'j. 

II 

^.^[sen,.(  "^    +//).]-v[sen/.    V,J/ 

1    <^.cp  [(— l)«-^S(ni  (/^'v.  A  t)| 

a"'      r  /'    /'" 

mentr<'  poi  in  un  punto  .-■  irrazionali?  l'esprc^ssiinK» 
del  rappni'tn  iiici'(Mii(3ntale  è: 

h 

_  ^>  9  [sen  n  {^e  -f-  h)  -k]  —  ^  [scu  //  .-•  ti] 
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Ora  la  esistenza  della  derivata  della  funzione 
f{oc)  in  tutti  i  punti  '•>'  razionali  dipende  dalla  ipo- 
tt;si  che  si  fa  sulla  esistenza  della  derivata  della 
l'unzione  cp  (//)  nel  punto  y  =  0. 

Se  noi  supponiamo  che  la  funzione  f  (//)  nìAAn 
derivata  finita  per  ogni  //  fra  —  1  e  -f-  l  anche 
per  //  —  0,  possiamo  formare  la  serie  delle  deri- 
vate dei  termini  della  serie  data,  e  troviamo: 


^.  f'  [sen  n  a:  t:] 


cos  n  oc  TT. 


Per  .s>2  i  termini  di  questa  sono  minori  di 
quelli  della  serie  convergente: 

OO  I 

ttA'   1-\- 
1    n«-i 

[in  cui  A'  è  il  massimo  valore  che  può  assumere 
?'(/y)]  6  quindi  la  serie  delle  derivate  per  s>2  è 
una  serie  equiconvergente.  Per  un  teorema  noto 
possiamo  allora  dire  che  essa  rappresenta  la  de- 
rivata di  /  (x),  la  quale  perciò,  nelle  ipotesi  fatte, 
è  una  funzione  che  ammette  derivata  finita  deter- 
minata in  tutti  i  punti. 

Ma  se  noi  snpponiaino  clic  hi  lii/i:i<Jiic  f  (x),  jnire 
essendo  seni/)re  continua,  e  nwnìe.itendo  derivata 
per  (ulti  i  pii/iti.  non  awnìrtta  derivata  determinata 
solo  1/11/ =^(),  nel  (iiKil  jiiinUi  il  ri'/i/xirto  inerenien- 
Idle  (Il  -^111'  oscilli  pero  l'i'd  llìtilìi  Uniti,  (ilhnui  pos- 
SKIIiio  jdl-  rcdcic  dir  hi  Inniianr  /'  .ij.  iilive  essendo 
seuìpre  continua,  co/ne  (/i/i  sap/iiamo.  n<ni  ha  de- 
rivata determinala  in  nessun  pimlo  razionale,  e  l'Iat 
invece  nei  punti  irra :ionali. 

Per  questa  sccDinla  parte  del  nostro  assunto  si 
può  procodcu'c  ('(ìsi  : 


'0  FanzLone  (ìi  H<ntì,cL 


Consideriamo  un  punto  x  irrazionale  e  la  serie 
dei  rapporti  incrementali: 

°^  f  [sen  n(oo-\-  /t)  tv]  —  f  [sen  rixi^] 
1  /ì  n«      ~ 

che  possiamo  scrivere  : 

*^-.    ir     f  [sen  n  (oc -{- If)  tv]  ~  V  [sen  n  X  t:] 
7  n^~^       sen  n  (oc  j^  i,)-^  —  sen  n  or  ir 

h 

sen  n  -^  -r 

X  cos     ■ 


"('+':)• 


Ora,  per  le  ipotesi  fatte  sulla  esistenza  della  de- 
rivata determinata  e  finita  per  la  funzione  »  (//)  per 
tj  diverso  <la  zero,  la  quantità: 

-f  (//  +  f^)  —  ?  (//) 
;  k 

(che  è  uguale  al  primo  fattore  di  ciascun  termine 
del  sommatorio  superiore)  avendo  per  limite  una 
quantità  (inita  per  //diverso  da  z(^ro,  e  oscillando 
fra  limiti  finiti  per  //  =  0,  si  conserverà  in  un  op- 
portuno intorno  del  punto  //  (cioè  per  ogni  A:  mi- 
nore di  una  certa  determinata  quantità)  minore  di 
una  quantità  A\  e  quindi  possiamo  dire  che  tutti 
i  termini  dell'ultima  serie  sono  in  valore  assoluto 
minori  dei  termini  della  serie  : 

oc  I 

ir  A 


=1  n" 


che  per  .s  >  2  è  convergente.  I.a  prima  seritM' dun- 
que equiconvergente  in  un  intorno  del  punto  •'  ;  e, 


come  sappiamo,  ciò  basta  per  conchiudere  che  il 
limite  di  quella  serie  per  li  =0,  è  uguale  alla  serie 
dei   limiti,   e   quindi   per  un  ^  irrazionale  la  serie 
data  ha  derivata  determinata  e  finita. 
Invece    per   un    punto    oc    razionale    della  forma 

- —  il  rapporto  incrementale  ha  l'altra  forma  scritta 

sopra;  tale  espressione  risulta  di  due  parti;  la 
prima  parte  è  un  ^(y),  cioè  un  sommatorio  esteso 
da  /i  =  1  sino  a  n--=cc,  ma  dove  si  intendono  sop- 
pressi tutti  i  termini  corrispondenti  ad  indici  n 
multipli  di  {X,  e  la  seconda  parte  è: 

1    ^  f  [(— l)>^-^sen  (yip./<7r)] 

T.a    prima   |)arte   può    considerarsi  come  il  rap- 
porto incrementale  della  funzione: 

,  ,  ,       ^     f  [sen  n  x  tt] 

per  ^"  —  — .  Tutti   i   termini    di    questo    sommato- 

rio  hanno  derivata  finita  e  determinata,  perché, 
dovendo  escludere  fra  i  valori  di  n  (luelli  che  sono 
nuiltipli  di  {A,  per  alcun  valore  di  //.  verrà  zero  il 
valore  dell'argomento  di  f.  Su  questa  funzione  pu 
diuKiue  ri})etersi  esattamente  lo  stesso  ragi(^na- 
iiiciiio  l'alto  sopra  per  il  limite  del  rapi»iu'in  iiwic- 
nu;nlalc  di  /  (^0  per  un  •>'  irrazionale,  e  \w  rica- 
viamo che  <j/ (•^•)  ha  derivata  determinata  e  liiiiia. 
Occupiamoci  quindi  solo  della  seconda  |>arte  della 
espressione  del  rapporto  incrementale  di  /  (•'> 


(» 
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I  termini  di  quella  serie  possono  scriversi: 

1    \{—  i)""V7r  ^  [(—  i)«--'  sen  n  y.  li  u\  sen  n  jx  A  tt / 
p-"'  \      n"-'^          (—  l)«v sen  n^hn        n  a7<V~  V 

II  primo  di  questi  termini,  cioè  quello   che    cor- 
risponde ad  /i=i  è: 

p.«  ;^       ^  i^^    (-l)vsen^7r        jTA^    ] 

e  la  quantità  entro  parentesi  è  indipendente  da  s. 
Supposto  che  non  esista  la  derivata  di  f  {y)  nel 

punto  zero,  ma  che  il  rapporto   incrementale  ~~- 

possa  oscillare  fra  due  limiti  finiti,  cioè  in  ^alore 
assoluto  si  conservi  sempre  minore  di  una  quan- 
tità A,  si  ha  che  uno  qualunque  dei  termini  sopra- 
segnati sarà  sempre  in  valore  assoluto  minore  di: 

TtA         1 

e  quindi  possiamo  dire  che  la  somma  di  tutti  quei 
termini  dal  2"  in  poi,  cioè  a  cominciare  da  quello 
corrispondente  a  7i  =  2,  è  minore  della  somma: 

ttA   9c      1 


che  per  s  >  2  é  una  serie  convergente. 

Abbiamo  perciò  che  la  seconda  parte  (Icircsiircs- 
sione  del  ra|)ii<.i'(<>  incrementale  di/ (■'■;  e  c-ualc  a: 


l-iiii:i<n>r  ,li    Unni. ri.  T.'l 

ponendo  //  =  (—  Ij'-'  sen  ^  h  tz  ed  essendo  e  una  quan- 
tità compresa  fra  —  1  e  -|-  1. 
iMa: 


00      i 

2  n^ 


8-1 


col  crescere  del  numero  ^  diminuisce  indefinita- 
mente, e  si  può  rendere  piccola  finché  si  vuole, 
mentre,  col  diminuire  di  A,  la  quantità: 

sen  (A  A  :: 

[A   A  TT 

si  può  rendere  differente  da  1  di  tanto  poco  quanto 
si  vuole. 

Onde  si  vede  che  si  potrà  sempre  scegliere  un 
tale  s  e  una  tale  li  che  il  primo  termine  di  quella 
parentesi  prevalga  sul  secondo,  cioè  che  il  segno 
di  tutta  la  parentesi  sia  il  segno  del  primo  termine, 
e  il  valore  di  tutta  la  parentesi  differisca  pochis- 
simo dal  valore  del  primo  termine.  Siccome  tal 
primo  termine  non  tende  ad  alcun  limite,  lo  stesso 
farà  tutta  l'espressione. 

Resta  con  ciò  dimostrato  che  nei  punti  m  razio- 
nali la  /  {x)  non  ha  derivata. 

Per  costruire  dtirKjtie  una  funzione  f  (x)  senza 
derivata  in  tntti  i  />ii/i(i  rn:ionali,  hasta  costruire 
nna  f  (u)  coiilinua  e  Jìidta  nel  tratto  da  —  ì  e -{-  1, 
:rro  nel  punto  tj  =  0,  avente  derivata  finita  in  tutto 
nn  tale  intervallo,  meno  solamente  nel  punto  y  =  0, 
///  mi  il  r(i[)[}orto  incrementale  oscilli  fra  limiti  Jhtiti. 

Un  esempio  di  una  tale  funzione  f  (//)  è  la  fun- 
zione : 

?  (!/)  =  U  sen  — - 


7i-     Fiinz.  srn:fi  dcrir.  in  ogni  /)finto  razionale. 

a  cui  si  assegni  il  valore  zero  per  //  =  0.  Si  ha  al- 
lora una  funzione  sempre  finita  e  continua  e  che 
ammette  derivata  in  ogni  punto  meno  che  per 
f/  =  0;  il  valore  del  rapporto  incrementale  nel 
punto  //  =  0  cioè: 

,  1 

/ì  sen  -T-  . 

fi  1 

7 =  sen  .,- 

h  h 

oscilla  fra  —  1  e  +  1. 
Un  altro  simile  esempio  ci  e  dato  dalla  funzione: 

?(//)  = //sen  [log//] 

colla  supposizione  che  sia  ^{0)  =  0. 

Per  ogni  //  compreso  fra  —  1  e  -f  1  la  ?  <^  ima 
funzione  continua,  ed  ha  derivata  determinata  in 
tutti  i  punti,  meno  nel  punto  //  =  0,  in  cui  il  va- 
lore del  rapporto  incrementale: 

A  sen  [log /i-]  ,,      ,,-, 
^—5 — ^  =  sen  [log  h^] 

oscilla  fra  —  i  e  -]-  1. 

§.  45. 

Possiamo  trovare  un  altro  esempio  di  funzione 
che  non  ammette  derivata  in  nessun  punto  ra- 
zionale. 

Indichiamo  in  generale  con  Kix)  il  massimo  in- 
tero contenuto  in  ^,  e  consideriamo  la  serie: 


J  (oc)=  1  lo--      , 


per  *•  >  2. 


l'Idi:.  ,sci/zn  (/('/■ii\   III   (Hjiii  iiiiiitn  ni :i<)ii(il('.      -  •"» 

Si  può  mostrare  che  questa  serie  è  convergente 
ed  è  una  funzione  continua  di  •^■. 

Che  essa  sia  converiiente  si  dimostra  facendo  ve- 
dere che  l'espressione: 

-— log^,y— -  = [K{n.r)  log^Ai.^')  -  log  £"  (Al  .a;)!] 

n       ^   R  (noe)  n    ^  /     o  v      /  o     \      /  j 

non  cresce  indefìnitivamente  con  n,  ma  ha  un  li- 
mite determinato  pur  n  =  Qo.  Infatti  ricordiamo  il 
risultato  ottenuto  nel  §.  11,  cioè  che: 


lim  —  v  i/\  =  — 


londc 


lim 


(  J    log(/y!)-log//)  =  -I. 

In  forza  di  questo  risultato  possiamo  scrivere  : 
lim  (^'^  (^  a;)  log  E  (n  x)  -  log  E (n  x)  !\  ^ 

i\la  : 

f;  (A?.'-)  log  (//.'•} -lo- /-;('//•'•)!  =- 

)nde  : 


■  ^^  £Va?  .r)  log  (A/ ;r)-lo,o  /■.•(//.■)! 


==lim^^--'MHm''^''-'-^''^-^^''""^-^'^^'^'^-'^  + 

+  liuilo-   ,/'■'■     1. 


7()      Fnns.  ,s('ii:-ti  (/crlr.  in  oa/ii  /mulo  lazioiutle. 


Ora  possiamo  porre  : 
dove  e  sia  nànore  di  1,  e  positivo,  ed  allora: 


n  co         .    ,        e 
=  1 


E{nx)  '    E{nx) 

E  {n  X)  e 


n 


donde 


lim  ,, , — ^;  =  1 

E  in  .r) 

lim  -^ '  —-  .r 


Si  ha  quindi  : 


1    ,       (noc)E(ìix) 
::;    n     ^  E(nx)\ 


lim  —  log  -j-yjzr-zrr  —  ^• 


Abbiamo  perciò  che  la  serie /(^')>  ^^  quale  si  forma 
moltiplicando  i  termini  della  serie  convergente  : 

^^       <-^>=^) 

per  quantità  che  non  crescono  oltre  ogni  limite,  è 
una  seri(^  ronvorp^nte.  !<' i)oi  anche  equiconvergente, 
perchè  .s(?  .1  e  il  massimo  valore  che  può  avere 
l'espressione: 

1  ^  (n  X)E'.nx) 

n^^  ^Ejn^y. 

i  termini  della  serie  saranno  in  vaìnri»  assoluto 
tutti  minori  o  eguali  dei  termini  della   s(3rie    con- 
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Fan:,  .se/c: fi  (/ci  ir.  in  o/////  inutto  nazionale. 


Per  le  proprietà  note,  possiamo  dunque  dire  che 
f{x)  è  una  funzione  conti nna  di  x. 

Esaminiamo  ora  il  ra})[)i)ri(>  incrementah.'  didla 
funziono  f{.r)  in  un  punto  ./■• 

'l'ai  rapj)()rto  ha  la  forma: 

jjtli  n"-^  \n  li      ""     E {nx-\-n  li)  ! 

1^10C.-^'^^)''"1 

nh     "^  E{nx)\  ) 

0  poiché  per  le  cose  dotte  sopra,  il  limito  per  n  =  co 
•  It'l l'espressione  in  parentesi  ò: 

X  -\-  h        X   , 

cosi  possiamo  dire  che  esisterà  un  numero  Imito 
A'  di  cui  sono  sempre  minori  le  (iS])ressioni  in  pa- 
rentesi, qualun({ue  sia  /i  e  qualunque  sia  A;  e  quindi 
essendo  i  termini  di  quella  serie  sempre  minori  di 
(pudli  (lolla  sorit;  converiic^ute: 

A' 


y 


n 


(— 1 


possiamo  dedurre  che  quella  serie  ò  equiconvor- 
livnb'  poi'  noni  valore  di  //  ;  esiste  pertanto  il  limite 
•  It'ila  scric  piU"  //  =  ()  ed  ò  eguale  alla  serie  dei  li- 
miti. In  un  qualunque  punto  x,  esiste  dunque  la 
derivata  a  destra  e  esiste  la  derivata  a  sinistra  della 
lìiiiziono /(.'■);  ma  in  un  punto  .r  ra:i<ninlc  le  due 
dcri\ate,  a  destra  e  a  sinistra,  sono  fra  lor(~>  disa- 
(/iifili.  ('(ime  ora  mostreremo,  e  quindi  non  p(ìssiamo 
(lire  clic  la  funziono  /  -  >  ha  pro[)rianioiile  la  deri- 
vala nel  |)mito  .r. 


"8     Fiuiz.  seiizd  dar  ir.  lil  ot/ni  punto  razionale. 


Sia  infatti  a?  =      -  dove  v,  a  sieno  numeri  interi. 

Allora  dividiamo  in  due  parti  il  sommatorio  dei 
rapporti  incrementali:  in  un  sommatorio  esteso  a 
indici  n  che  non  sieno  mai  multipli  di  p,  e  in  un 
altro  sommatorio  esteso  a  tutti  gli  indici  n  mul- 
tipli di  (X. 

Questo  secondo  sommatorio  può  scriversi,  po- 
nendo/iy.  in  luogo'di  n,  e  sviluppando  i  logaritmi: 

—  E{n  v)  log  {n  v)  -J-  log  {E  {n  v)!  ]  — 
-\og[K{n^>-^nv.h)\\\. 

Per  trovare  il  limite  di  questo  sommatorio  sap- 
piamo già  che  dobbiamo  trovare  i  limiti  dei  sin- 
goli termini.  Ora  qualunque  sia  il  numero  n,  si 
potrà  sempre  trovare  un  h  cosi  piccolo  che  riu.h 
sia  minore  di  l,  e  allora  per  un  //  positivo  abbiamo 
che  E{n ^  -\-n  ^  h)  =  E {n ^)  =  n^,  mentre  per  un  A 
negativo  abbiamo  che  : 

E{n  V  -f  /i  jx  A)  =  E{n  v)  —  1  =  n  m  —  1. 

Il  termine  ri'"»  del  sommatorio  di  sopra  diventa, 
per  un  //  |)Ositivo  opportunamente  piccolo: 

1    \         log  (ai  V  -j-  Ti  {A  Aj  —  log  (n  >ó 


e  per  un  //  negativo: 


idilli:.  s<'ii:-(i  (Icrir.  in  oi/ni  /xinto  rozionalc.     79 
i  cui  limiti  per  h  =  ()  s<)no  rispiUivamente  : 

e: 

(ai  V  —  ì)  ri  u.  u.  1    fi, 

I  limiti  (lei  (lue  sommatorii  sono  dunque,   per  // 
])Ositivo  : 

1      ^      1 


e  per  //  neiiativo  : 


1     <^     1  1      «?     1 
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1 


4  n«-^         u.^-'  V  n^i    11' 


e,  come  si  vede,  sono  fra  loro  disuguaìi.  In  quanto 
poi  alla  sommatoria  corrispondente  agli  indici  n 
non  multipli  di  |x,  ripetendo  considerazioni  analo- 
lihe  a  quelle  fatte  qui,  si  ricava  che  i  due  limiti 
sono  eguali  sia  per  Ji  positivo  che  per  1t  negativo; 
perchè  se  n  x  non  è  un  numero  intero,  si  può  sce- 
gliere Il  sempre  cosi  piccolo  che: 

B:{nr±nli)  =  K{rì.r) 

e  lo  stesso  si  verifica  se  x  è  irrazionale. 

Possiamo  dunque  conchiudere  che  la  derivata 
d<dla  funzione /(a:)  esiste  per  ogni  x  irrazianalc.  e 
non  esiste  per  ogni  ce  razionale. 

Per  un  '•  razionale  esistono  l)ensi  i  due  limiti 
dei  rapporti  incrementali,  destro  e  sinistro,  ma 
essi  non  sono  fra  loro  eguali. 


Funzione  di  Sclurai':.. 


§.  46. 

Diamo  ora  un  altro  esempio  proposto  da  Schwahz 
(Matìi.  Ab/iand.  Berlin  1890,  voi.  II,  p.  209)  in  cui 
si  verifica  che  per  ogni  punto  razionale  di  una 
certa  determinata  forma  (e  dei  quali  ne  esistono 
infiniti  in  ogni  tratto  finito)  la  derivata  destra 
della  funzione  è  infinita,  e  la  derivata  sinistra  e 
determinata  e  finita. 

Indichiamo  al  solito  con  E  (x)  il  massimo  nu- 
mero intero  contenuto  in  a:;  è  facile  vedere  che  la 
fimzione  : 

^  (x)  =  E  (oc)  -\-  \J X  —  E  {,x) 

(love  il  radicale  deve  essere  preso  sempre  col  se- 
gno -j-,  e  una  funzione  continua  di  x;  perche  st;  x 
è  (^ompresa  fra  /i  e  /i  +  1,  il  valore  di  (piella  fun- 
zione è: 

n  -\~  \/  X  — ~7i 

che,  per  ogni  x  interna  al  tratto  da  n  a  n  -\-  \^  è 
funzione  continua  (fi  .»•.  Se  .-■  diventa  eguale  ad 
n  -\-  \,  il  valore  della  funzione  v  {■•■}  e  eguale  ad 
Il  -{-  I,  e  questo  medesimo  valore  si  ottiene  anche 
(hilla  formola  : 

n  -\-  s/  X  —  n 

por  X  —  n-{-\.  Se  poniamo  poi  x  =  n-\-\  -}-  /'  (dove 
A  sia  minore  di  1  e  positivo)  il  valore  della  fun- 
zione diventa: 

n  -Y  1  +  v/7r 
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che  converge  ad  n-f-l  per  A^O;  dunque  la  fun- 
zione 'f  (•^)  è  continua  sia  a  destra  che  a  sinistra 
dei  punti  x  numeri  interi,  ed  è  poi  naturalmente 
anche  continua  per  un  qualunque  altro  oc. 

E  notevole  che,  sebbene  E  (.r)  sia  una  funzione 
(ìiscontinua,  pure  la  f  (x)  formata  colla  E  (x)  è  con- 
tinua. 

La  funzione  y  (x)  ha  le  seguenti  proprietà: 

f  (x)  ^  x-\-  -^. 

Infatti  per  un  x  compreso  fra  n  e  n  -\-  i,  la  »  (x) 
^   ha  il  valore  : 


n  -{-\/  X  —  n, 

1 

che  sottratto  da  x  +  -j-  dà  : 

{x  —  n)  -\-  -j v  X  —  n=^  {\/  X  —  n —  \ 

quantità  positiva  o  zero;  e  per  x=  n  si  ha  y  (■^)  =  n 

\ 
che  è  anche  minore  di  x  A — ,-. 

'     4 

Inoltre  per  un  /i  positivo  opportunamente  pic- 
colo, se  X  è  compreso  fra  n  e  n-\-  ì  esclusi  gli 
estremi,  anche  x-\-/i  sarà  compreso  fra  questi  li- 
miti, e  quindi: 


f  {x  -^  /t)  ~  n  -\-  \/  X  -\-  /i 


•  1        r       -^ 

donde  : 


Pascaf,.  « 
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E  avendosi  identicamente: 

oo-\-  Il  —  n^{x  —  n)-\-h-{-2\/  li  v/  •'^  —  ri 
^  {\/'x  —  n  +  \/liY 
si  ha: 

y/x  -\-  Il  —  n^  \/  X  —  n-\-\/  h 

(dove  i  radicali  per  le  ipotesi  fatte  si  devono  inten- 
dere tutti  positivi)  donde: 

^{x-\~h)  —  'f{x)^.\/h 

Se  poi  X  =  n  si  ha  : 

f  {x)  =  n, 

^{x-^h)=n-\-s/h 

e  quindi  : 

y  {x  +  /O  —  y  i-^)  =  \/  /' 

cioè  la  relazione: 

?  (.^  +  /o  —  ?  (a-)  ^  \/7r 

sf/ssisir  ]>er  (iìutÌHii<me  x,  e  per   h   opportunamente 

La  l'unzione  f  (j:)  è  infuie  una  funzione   crescente 
per  oiitii  .'■. 
(Consideriamo  ora  la  funzione: 


00 
n--=0 


'2^^"2«  • 


Si  i)U('>  dimostrare  che  questa  funzioncM' continua 
e  non  annnctle  derivata  in  infiniti  punti  di  im  in- 
tèr\allo  |iic<'(»lo  a  piaccu'e. 
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Infatti  la  serie  di  cui  si  tratta  è  formata  molti- 
plicando i  termini  della  serie  convergente  : 

00      i 

per  le  quantità: 

2"  X 

il  cui  limite  per  n  =  cc  è  1. 

Coi  soliti  teoremi  deduciamo  dunque  che  /  (x) 
è  una  serie  equiconvergente  per  qualunque  tratto 
di  variabilità  di  a-,  e  quindi  rappresenta  una  fun- 
zione continua  di  a-. 

Consideriamo  ora  un  numero  intero  m',  e  tutti  i 
punti  oc  della  forma  : 

,       m' 

e  calcoliamo  il  rapporto  incrementale  di  f(x)  rela- 
tivo a  questo  punto.  Si  ha: 

f(x+h)-f{x')  _  I  f(2-x'-^2-/i)-f(2-x') 
h  rv^  2»».  2«.  h 

Tutti  i  termini  del  secondo  membro  sono  posi- 
tivi per  un  h  positivo,  perchè  la  funzione  o  è  una 
funzione  continua  crescente. 

Ne  de(  hi  clamo  che  il  primo  membro  è  maggiore 
di  ciascuno  dei  termini  positivi  del  secondo  mem- 
bro, Cloe  in  particolare  di  quello  per  cuin  =  m^  c\n(^  : 

f{x'-^h)—f{x')      yJ2^+  2^h)  —  ^{2^x') 
h  2'".  2'".  h 

per  h  positivo. 
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Ora  essendo  : 

2p-x'  =  in' 

(love  m'  è  un  numero  intero,  ed  essendo '^(;?i')  =  ;ji', 
e  potendo  scegliere  h  cosi  piccolo  che  2»'  h  <  J 
si  ha: 

o  ^  x'  +  2"^  h)  =  m'  4-  \/WIi 

e  perciò: 

f  (2'«  ce'  4-  2»*  /O  —  ?  (^'"  •^')  ==  v/"2^ 

donde,  per  un  /^  positivo,  si  ha  : 


/(..'+/0-/M^^/^ 


1 


h  2"'.  2»».  /i 

1 


> 


(2v/2  )™v//< 


Di  qui  si  vede  che,  diminuendo  //,  il  rapporto  in- 
crementale destro  per  il  punto  se'  cresce  oltre  o^ni 
limite. 

Esaminiamo  invece  il  rapporto  incrementale  sini- 
stro. Troveremo  che  il  suo  limite  per  h  =  0  è  una 
quantità  finita. 

Consideriamo  prima  di  tutto  la  espressione: 

f  (2^  x'  —  2"  h)  —  f  (2^^  oc')  _ 

e  ricerchiamo  il  limite  di  questa  espressione  per 
Ji  —  0.  Per  un  n  minore  di  m,  2'*  x'  non  è  un  numero 
intero,  e  quindi  si  può  scegliere  h  cosi  piccolo  che: 

/i  (2».^'  —  2"  h)  ^  A'(2"  ./)» 


Funzione  di  Sci i mar z.  85 


ed  allora: 

,^  (2"  .'•'  —  2'^  ìi)—-i  (-"  -'■')=  v/2'^  .r'  -  2^'  A  -  E  (2**  a?') 

—  ^2'^  ^'  —  A'  (2^  i-*^') 

Ora   (lai   principi    della   risoluzione  delle    forme 
indeterminate   —  si   ricava  che  il  limite: 


j.^yiV-2'^/.-v/. 

\I             .                9n—l                    9n—l 

/^=o               —  h 

/;iiviv~2-//    v/N" 

Ponendo  : 

si  ha  la  i'ormola  : 

\/2«  ,:p'  —  E  (2"  a?')  —  2'^  h  —  \/  2»^  ìp'  —  E  (2»  a?') 


lim _  / 


2«-i 


\/2'^  a?'  —  £■  (2™  a?') 
e  quindi  possiamo  scrivere  : 

!Ì2?  «»  =  V2''a;'-£(2-x')        ("  <  "'^  ' 

Perciò,  essendo  in  numero  finito  le  espressioni 
Un  di  indice  n<Cm,  noi  potremo  trovare  sempre  un 
numero  A  di  cui,  per  tutto  un  campo  di  variabi- 
lità da  /i  sino  a  zero,  sieno  sempre  minori  tutte  le 
Un  di  indice  n  <^m. 

Esaminiamo  ora  le  ?ó„,  di  indice  n^m. 

Per n^m  la  quantità  2"  a?'  è  un  numero  intero-, 
si  può  far  vedere  che  Un  per  qualunque  //  e  qua- 
lunque n  è  sempre  compreso  fra  due  limiti  finiti, 

e  il  suo  limite  per  /<=  0  è  -y . 


86  Funzione  di  Selurarz. 

Infatti  supponiamo  fissato  un  A  e  un  n  ;  e  distin- 
guiamo il  caso  in  cui  2^  h  sia  maggiore  di  1,  da 
quello  in  cui  2'^  Ji  sia  minore  o  eguale  ad  \. 

Chiamando  k  il  primo  numero  intero  superiore 
a  2'^  A,  il  valore  di  Un  diventa  in  ogni  caso  uguale  a: 

\/k  —  2^h  —  k 
—  2«  A 

Se  2'^  h  é  maggiore  di  1,  il  valore  di  questa  espres- 
sione è  inferiore  a: 

2"/i  +  l  ^  1 

cioè  è  inferiore  a  2  ;    e  se  2'*  A  ^  1  allora  A:  =  1  ;  e 
l'espressione  : 

1— v/1  — 2™A 


è   minore  o  uguale  ad  1    per  ogni  2»  ìi   minore  o 
eguale   ad  1 5   e  per   2"  h   tendente   a  zero,  questa 

espressione  ha  per  limite  -^  ,   come  è  facile  verifi- 
care coi  principii  della  risoluzione  delle  indetermi- 

.      .    0 
nazioni  -^. 

Possiamo  (hinque  dire   che  la  serie  dei  rapporti 
incrementali  sinistri  dei  termini  della  serie  data  è: 


m— 1    1/  00 


Un      1^     y        Un 

Ora      '       ■"       On  ' 


dove  i  termini  del  secondo  sommatorio  sono  mi- 
nori,   per    un    qualunque  /i  fisso,  dei  termini  della 
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00 

'2  y 


(5  quindi  la  serie  rappresentata  dal  secondo  somma- 
torio  ò  una  serie  equiconvergente;  di  qui  ne  dedu- 
(3Ìamo  che  il  limite  della  serie  per  li  ==  0  è  eguale 
alla  serie  dei   limiti  la  quale,  per  le  cose  dette,  è: 

m—l        [  j  00         I 


li  cui  il  secondo  termine  è  eguale  semplicemente  a; 


2m 

Si  ha  cosi  il  valore  della  derivata  sinistra  della 

jji' 
l'unzione  f{x)  nel  punto  x'  =  -^  . 

Li 

La  funzione  /  (a?)  è  dunque  tale  che  nei  punti  di 
questa  forma  non  ha  derivata:  la  derivata  destra 
è  l'infinito,  e  la  derivata  sinistra  ha  un  valore  fi- 
nito. In  qualunque  tratto  finito  esistono  infiniti  punti 
di  quella  forma. 


§•  4-7. 

Passiamo  ad  esporre  quest'altro  esempio  di  IIan- 
RKL  in  cui  si  verifica,  in  quanto  alla  derivata,  una 
singolarità  diversa  che  negli  esempi. precedenti,  in- 
quantoché  in  quest'esempio  pei  valori  razionali  di 
,r,  i  limiti  dei  rapporti  incrementali  destro  e  sini- 
stro  sono    rispettivamente   -f- ^   ^   —  oo,    e  quindi 
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non  si  può  dire  che  esista  la  derivata  determinata 
per  ogni  punto  razionale. 

Dobbiamo  far  capo   alla   teoria  generale  svilup- 
pata nel  §.  44,  ponendo  : 

2 

■r{<J)  =  'f 

che  è  una  funzione  soddisfacente  alla  proprietà  di 
essere  finita  e  continua  per  ogni  y  fra  —  1  e  -j-1, 
d'essere  zero  per  //  =  0,  d'avere  derivata  determi- 
nata e  finita  per  ogni  //  diverso  da  zero,  e  di  non 
avere  derivata  determinata  nel  punto  /y  =  0,  perchè 
in  tal  punto  la  derivata  destra  è  4-^>  mentre  la 
derivata  sinistra  è  — oc. 
Formiamo  la  serie: 

«=1        ri» 

e  calcoliamo  colle  formole  trovate  nel  §.  4i,  il  rap- 
porto incrementale  di  questa /(a:)  in  un  punto  ra- 
zionale —  . 
Possiamo  scrivere  : 


Ai  ^ ')-'■(-) 


-     [sen..  (}  +  /,).]■'-   [sen..^^.]' 


=  -(y) 


hTV> 


1    ^  [sen  n  f*  li  w] 
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(love  col  simbolo  l{<j.)  si  intende  il  sommatorio  esteso 
a  tutti  i  valori  di  n  meno  quelli  c/te  sono  multipli 

di   u.. 

Nel  citato  §.  ii  si  supponeva  che,  pur  non  esi- 
stendo la  derivata  di  -v  (//)  in  //  =  0,  il  rapporto  in- 
crementale 'Y  oscillasse  però  tra  limiti  finiti.  Sotto 
questa  ipotesi  si  poteva  dimostrare  che  esisteva 
senz'altro  il  limite  per  A=0  di  l(j.)  perchè  allora 
si  poteva  dire  che  il  rapporto  incrementale  di  ^  (//) 
si  conservava  sempre  minore  di  una  quantità  A'  an- 
che che  //  si  avvicinasse  indefinitivamente  al  punto 
zero. 

Nel  caso  di  ^  (//)  = /yT  noi  non  possiamo  più 
dire  lo  stesso,  perchè  il  rapporto  incrementale  di 
f  (//)  per  //  tendente  a  zero,  può  crescere  oltre  ogni 
limite.  Però  possiamo  dimostrare  che  anche  in  tal 
caso  il  primo  termine  della  formola  superiore  con- 
verge ad  una  quantità  finita. 

Perciò  consideriamo  la  funzione  : 


,  ,  .      °P^     [sen  nxnì'i'  v 

K-)  =  i.,i.)L-— -J      per  x=j. 

I  termini  di  questa  serie  hanno  derivata  determi- 
nata e  finita  nel  punto  x=  — . 
La  serie  delle  derivate  è: 

^         12  ~^/     ^      \         /      ^'      \ 

,/   1     n'*-^    3  V      u.     /  cos  \      u,      / 

che  si  pi  in  (limostrare  essere  equiconvergente. 
Infatti,  [)er  ({uanto  grande  sia  il  numero  n,  non  pò- 
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tendo  esso  mai  essere  un  multiplo  di  u.  per  la  natura 
di  I£(a),  il  numero  n  —  differirà  sempre  da  un  nu- 

mero  intero  di  una  quantità  non  minore  di       :   pro- 
priamente se  dividiamo  n  v  per  {x,  abbiamo  : 

dove  1  ^  r  <  a,  e  quindi  : 


sen  —  u  —  ±i  sen    - 

p.                                   |X 

TT 

ed 

in 

valore  assoluto  abbiamo  : 

sen  —  TT  ^  sen  —  u 

'l 

onde 

sarà, 

in  valore  assoluto  : 

1                          1 
sen             ir  ^  sen 

1 
1^ 

7r 

e  il  secondo  membro  ò  una  quantità  indipendente 
da  n.  Si  vede  cosi  che  i  termini  del  sommatorio 
di  sopra  sono  rispettivamente  in  valore  assoluto 
minori  di  quelli  della  serie: 

1 
2  ~^  1        ^         1 


3  ;a         n^\         n' 

1 


00  \ 

v  ^ 


che  rappresenta  una  serie  (convergente  per  -s  >  2. 


[j.       n^i   n"-^ 
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Possiamo  dunque  dedurre  che  la  serie  delle  de- 
rivate è  una  serie  equiconvergente,  e  quindi  esprime 
la  derivata  della  serie  data,  «j^  (^),  cioè  la  prima 
parte  dell'espressione  del  rapporto  incrementale  di 
f[x)  converge  ad  una  quantità  finita. 

Occupiamoci  ora  della  seconda  parte. 

Essa  può  scriversi  : 


I     «-"Alf   l   nu.hiz~\    '  «Zi- 


La  serie  rappresentata  dal  terzo  fattore,  consi- 
derata come  funzione  di  A,  è  una  serie  equieon- 
ren/ente,  perchè  i  suoi  termini  sono  minori  di 
quelli  della  serie  convergente  : 

<»       1 

n      3 

Quindi  il  suo  limite  per  h  =0  sarà  la  serie  dei 
limiti  dei  suoi  termini,  cioè  sarà  la  serie  ultima- 
mente scritta;  si  vede  perciò  che  tutta  l'espressione 
ha  per  limite: 

1        tt"'    °9       1 
lini      _  ^ - 

II'  [A       :'       n      ' 

che  e  iiiziuile  a  -[- ^?  o  a  —  e»  secondochè  //    abbia 
segno  positivo  o  negativo. 

Resta  con  ciò  dimostrato  che  la  funzione  f{x)  in 
tutti  i  punti  razionali  ha  la  derivata  a  destra  eguale 
a  -[-  ^  5  e  la  derivata  a  sinistra  eguale  a  —  oo . 
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§.  48. 

Tutte  le  l'unzioni  non  aventi  derivata  in  un  nu- 
mero inllnito  (li  punti  compresi  in  tratti  finiti,  stu- 
diate nei  §§.  precedenti,  erano  espresse  mediante 
serie. 

Possiamo  ora  dare  altri  esempi  rimarchevoli  di 
funzioni  espresse  con  un  numero  finito  di  opera- 
zioni analitiche,  e  che  non  hanno  derivata  in  in- 
finiti punti  compresi  in  un  tratto  piccolo  a  pia- 
cere attorno  al  punto  zero.  (Stolz,  Griin(ì:-i'i(/e  der 
Diff.  IL  Integr.  Redi.,  Leipzig,  1893,  voi.  I,  p.  33). 

Formiamo  la  funzione: 

1  l 


f{x)  =  X  sen      -  sen 


X  1 

sen  — 

X 

colla  supposizione  che  ad  f{x)  si  assegni  il  valore 
zero  in  tutti  i  punti  <lella  forma: 

1 

a?  =  (),    a?=: 

mi: 

dove  m  sia  un  numero  intero  qualunque. 

Questi  punti  sono  quelli  in  cui  la  f{x\  mediante 
la  rappresentazione  analitica  che  ne  abl)iamo  data, 
si  presenta  sotto  forma  indeterminata.  La  funzione 
risulta  cosi  continua  in  ogni  punto. 

Il  rapporto  incrementale  dtdla  funzione  nel  punto 
07=  0  è: 

1  1 

sen  — r-  sen 


h    ^^"  1  ' 

sen  -r 
h 
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e  questa  espressione  per  A  —  0  non  ha  nessun  li- 
mite determinato. 
Il  rapporto  incrementale  in  un  punto  della  forma: 

_    1_ 

ha  la  forma: 

ì-\-rmv  h               mit  1 

sen  7— y  sen 


'  sen  7— z 

1  -\-  m  Tz  n 

Intanto   (come   si   può    facilmente    calcolare    coi 
principi  della   risoluzione  delle  indeterminazioni)  : 

77117 

sen 


, .  1  +  m  ■TT  A  .,    , 

lim 1 =  -  m-  77- , 

/t=o  n 

onde  il  limite  di  quel  rapporto  incrementale  é 

1 


m  K  lim  sen 

/t=0 


sen 


i-{-m  iz  /i 


cioè  è  indeterminato,  e  oscilla  fra  +  '^^  "  ^  —  ^^  ^• 
In  un  intorno  piccolo  a  piacere  del  punto  zero 

1 
VI  sono  mfìniti  punti  della  forma :   e  quindi  la 

funzione  continua  data  non  ha  derivata  in  infiniti 
punti  di  un  qualunque  intorno  del  punto  zero. 
Consideriamo  l'altra  funzione  continua: 

1 

f  {x)  =  x  sen  —  sen 


1 

sen 

1 

sen 

1 

X 

sen 

1 

sen 

1 

X 
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ponendo  che: 

\  are  sen / 

\  miti 

Questa  non  ha  derivata   in    tutti   i    punti    della 
forma: 

1 

a?  =  0,     X  = (m  =  intero) 

nm  ^  ' 


e  inoltre  nei  punti  x  che 

ren<lono  : 

1 
sen  — 

X 

_     1 

cioè  nei  punti  : 

1 

1     • 

en 

TYl  iz 

are  s 

Questi  ultimi  punti  hanno  per  punti  limiti  i  punti 
1 
stessi  ;  quindi  questa  nuova  funzione  non  ha 

derivata  in  infiniti  punti  i  cui  punti  limiti  sono  in- 

1 
finiti,  e  sono  tutti  quelli  della  forma . 


§   49. 

Supponiamo  una  funzione  (lerival)il'^  in  o^ni  punto 
di  un  campo. 

Possiamo  dedurre  la  derival)ilità  anche  del  va- 
lore assoluto  della  funzione;  stessa? 

La  facile  considerazione  ^'eomc^trica  di  una  curva 
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che  tagli  l'asse  delle  x  sotto  un  angolo  diverso  da 
zero,  fa  subito  vedere  che  ciò  non  è,  perchè  nei 
punti  zero  della  funzione,  il  valore  assoluto  verrà  in 
generale  ad  avere  una  derivata  destra  diversa  dalla 
derivata  sinistra.  Quindi,  ammenoché  la  derivata, 
nei  punti  zero  della  funzione,  non  sia  anche  zero,  il 
valore  assoluto 
punto  derivata  unica. 


§.  BO. 

Vogliamo  raccogliere  in  questo  §.  alcune  no- 
tizie storiche  e  bibliografiche  sulla  teoria  delle 
funzioni  senza  derivata. 

Si  era  creduto  per  un  tempo  che  la  continuità 
fosse  condizione  sufficiente  perchè  una  funzione 
fosse  derivalùle,  meno  in  un  numero  finito  di  punti. 

Non  erano  mancati  dei  lavori  per  dimostrare  ciò; 
vedi  p.  es.: 
Ampère,  Journal  de  V Eeole poi itéehnique ;  Cahier  XIII, 

p.  148. 
Lamarle,  Elude  apjtrofatìdi  ctc,   Mémoires  de  Bel- 

(jique,  t.  XXIX,  bsr.k 
Gh.bert,  Mémoire  sur  l'e^nstence  de  la  dérioée  dans 

les  fonctions  continues.  Mémoires  couronnés  etc. 

de  l'Acad.  de  Belgique,  t.  XXIII,  1872. 
Gilbert,  Rectifcation  au  su/et  d'une  mémoire  pre- 

eedent.  Bulletin  de  l'Acad.  de  Beh/ù/ue,  t.  XXXV, 

1<S7;]. 
DiiHAMEL,  Elémenis   de  Calcul    inflniiesiindl.    Paris, 

185(J,  t.  I,  j).  9Ì-97. 
Hkhimam),   'rraitè,  etc.  Paris,   ISfJi-,  t,  I,  p.  •J-'l-. 
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Fu  RiEMANN  il  primo  che  nel  suo  lavoro  sulle 
serie  di  Fourikr  (Ueher  die  Darsiellharkeit  einer 
Function  ditrch  eine  trir/on.  Rei/te.  AbJi.  der  Gotiing. 
GeselL  t.  XIII,  18G7)  dette  l'esempio  di  una  funzione 
infinite  volte  discontinua  e  che  pure  era  integra- 
bile ;  di  qui  ne  derivava,  per  i  principii  del  calcolo 
integrale,  l'esistenza  di  una  funzione  non  avente 
derivata  in  infiniti  punti,  e  propriamente  in  tutti  i 
punti  razionali. 

Le  idee  di  Riemann  diedero  occasione  ad  Hankel 
di  pubblicare  un  lavoro  su  di  un  cosidetto  princi- 
pio di  condensazione,  per  mezzo  del  quale,  data  una 
funzione  con  una  singolarità  in  un  punto,  p.  es.  nel 
punto  zero,  se  ne  può  costruire  un'altra  avente  l'a- 
naloga singolarità  in  tutti  i  punti  razionali.  (Hankel, 
Untersacìlungen  ilher  die  unendlieli  oft  oscillirenden 
und  unstetigen  Functionen.  Tubingen,  1870.  Math. 
Ann.,  voi.  XX,  p.  63). 

Funzioni  senza  derivata  costruite  con  questo  prin- 
cipio di  condensazione  ne  abl)iamo  esposte  nei  §§. 
precedenti  (V.  i  §§.  i-i-47). 

Dopo  ciò  il  Weiehstrass  publ)licò  il  lavoro  sulla 
funzione  da  noi  esposta  in  un  §.  precedente,  e  che 
non  solo  non  ha  derivata  in  infiniti  punti,  ma  in 
tutti  i  punti  (P.  Du  Bois  Rrymond,  Crelle's  Journ., 
t.  79,  p.  21).  Le  conclusioni  di  Weieustuass  furono 
oppugnate  da  Wiener,  {Crelle's  Journ.,  1881,  t.  XC, 
p.  221,  252),  ma  a  torto.  (Vedi  la  risposta  di  Weikr- 
STRASS,  Ab/iandhingen  aits  der  Funciionenleìtre, 
1886,  p.  100). 

Dopo  il  lavoro  di  Weierstrass  comparve  un  la- 
\oi'()  del  DiNi  in  cui  questi  generalizzò  i  risultati  di 
\\'i:ii;i!si  RAss  trovan(l(ì  una  funzione  molto  più  gè- 
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nerale,  non  avente  derivata  in  nessun  punto,  e  che, 
come  caso  particolare,  contiene  quella  di  \Vkii-;i<- 
sTitAss.  (DiNi,  Sulle  funzioni  senza  derivata,  Annali 
di  Mal  (2)  t.  8). 

Come   caso    particolare    dai   risultati  del  Dini  si 
ricava  ancora  che  le  due  funzioni  continue  : 

.1,  1.:)...°(2«+l)''"^''''^--'----'^"-^)-^i 

ll.5.0.."!(4.+  l)^''°t'-^-"--(^-"  +  ^)--' 

3 
per  a>  !-(--- -TT,   non  hanno  mài  derivata.  (Vedi 

anche:  Dini,  Fondamenti  per  la  teorica  di  funzioni 
di  variabili  reali,  Pisa,  1878,  §.  Ili),  p.  Ii7). 

Altri  lavori  sulle  funzioni  senza  derivata  sono  i 
se«4uenti  : 
ScHWAHz,   Beispiel  einer  stetujen  nicht  differentiir- 

baren   Function,  Math.    Ab/iand.,   voi.  II,    p.   2<i9. 

Vedi  anche:  Arc/iives  des  scienees  p/if/si(/ues,  etc. 

1873,   p.  33-38-,   Ver/tandlunr/en   der   Schwerisc/ten 

Naturforsdienden  Gesellseh.  1873,  p.  252-258. 
Darboux,  Annales   de   l'Ecole   normale,  1875,  t.  IV, 

p.  57-112. 
Klein,  Ueber  den  alhj.  Functionsbe</riff,  Krlanrjener 

Heriehte,  1873. 
KopcKE,  Mat/t.  Ann.,  voi.  XXIX,  p.  123,  voi.  XXXIV, 

j).  161,  voi.  XXXV,  p.   lOi. 
Lkucii,    Ueber   die   nic/itdijìercntiirbarkeit   (jewisser 

Funct.  Crelle's  Journ.,  v.  103. 

L'esempio  di  Schwahz  lo  abbiamo  <:ià  trattato  nei 
s?s5,  ])recedeuti. 

Pascal.  7 


98       Esistenza  della  dericata  di  una  funzione. 

Le  ricerche  di  Kopcrk  da  noi  sopracitate  tendono 
a  risolvere  questo  problema  :  i  vari  esempi  di  fun- 
zioni senza  derivata  in  infiniti  punti,  si  riferiscono 
a  funzioni  che  in  qualunque  tratto,  piccolo  per 
quanto  si  voglia,  fanno  infinite  oscillazioni.  (Vedi 
p.  es.  Jordan,  Anaìi/sc,  voi.  Ili,  p.  580;  Harnack, 
Notiz  ilber  die  Ahbildung  einer  steti(/en  linearen 
Mannigfaìtigkeit  anf  cine  unstetige,  Malli.  Ann., 
t.  XXIII,  p.  285). 

Ora  si  domanda  se  questa  è  una  condizione  suf- 
ficiente perchè  la  derivata  non  esista,  cioè  se  vi 
possano  esistere  funzioni  continue  e  derivabili  in 
ogni  punto,  e  che  facciano  infinite  oscillazioni  in 
ogni  intervallo  finito. 

L'Hanrel  nel  lavoro  citato  credette  di  poter  ri- 
spondere affermativamente  a  questa  domanda  me- 
diante la  teoria  generale  del  printMpio  di  conden- 
sazione; ponendo  nell'esempio  del  nostro  §.  ii: 

1 

cp  (//)  =  /y2  sen  — - 

si  ha  una  funzione  avente  derivata  determinata  in 
tutti  i  punti;  ma  la  funzione  che  si  ottiene  non 
è  infinitamente  oscillante,  come  afferma-  I'Hankkl, 
(v.  Mftf/t.  Ann.,  voi.  XX,  p.  83),  non  l)astando  per- 
ciò clic  lo  sia  (p(/y)  nell'intorno  del  punto  zero.  (Vedi 
per  (piesto  Dini,  Fondamenti,  ecc.,  p.   l-*>''.  >?.  115). 

Ora  il  DiNi  opinò  che  possano  cUciLixainente  esi- 
stere funzioni  della  natura  indicata  (v.  Fondamenti, 
ecc.,  p.  28:},  §.  200,  in  fine),  e  il  Kòpckk  m\'\  lavori 
citati  assicura  d'aver  trovato  un  esempio  di  una 
siffatta  funzi(ìne.  Ad  alcuni  errori  incorsi  nel  suo 
primo  lavoro  l'Autore  ha  rimediato  coi  <iu(3  altri  la- 
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vori  sopra  citati.  Sarebbe  però  desiderabile  che  le 
considerazioni  di  quest'  Autore  t'ossero  espresse 
sotto  una  forma  più  chiara  e  più  ifacile. 

Altri  lavori  sul  medesimo  soggetto  sono  quelli  di: 
HuoDKN,  Crelìe's  Journ.,  t.  CXVIII;  Stkinitz,  Math. 
Ann.,  t.  LII  ;  Schoem  liks,  Malh.  Ann.,  t.  LIV. 

Prima  di  terminare  vogliamo  notare  il  seguente 
altro  esempio  del  Dini  (Fondamenti,  ecc.,  p.  171)  di 
una  funzione  non  avente  derivata  in  infiniti  punti. 

La  funzione: 

00      \ 


1  - —  \/sen^  n-n  X  ±  A  X 

in  cui  si  prenda  A  abbastanza  grande,  è  l'esempio 
di  una  funzione  sempre  crescente  o  sempre  decre- 
s(^ente,  eppure  non  avente  derivata  in  tutti  i  punti 
ragionali. 


§.  51. 

Recentemente  Helgp:  von  Koch  {Arc/uD  far  Mat/i., 
t.  I,  Stockolm,  190ij  ha  costruito  una  curva  con- 
tinua senza  tangente  in  alcun  punto.  Sullo  stesso 
soggetto  si  sono  poi  succeduti  i  lavori  di  (".ksàko 
(Atti  della  H.  Accad.  di  Napoli,  (2),  t.  XII;  Arr/>ir 
Dm  Math.  und  Phijsil,',  (;^),  t.  X)  e  di  BitooMo  (Ciorn. 
di  Mal  di  Battaci  ini,  i.  XLIV). 

Il  principio  della  costruzione  di  questa  curva  è 
il  seguente: 

Si  divida  un  segmento  A  B  in  tre  parti  eguali 
AC^C D^DB,  e  sul  tralb»  inl.n'ni(Nli(>  r'/).si 
(•(istruisca  il  triangolo  (^quibiLei'o   il    cui  terzo  viT- 
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lice  sia  M.  Si  ripeta  la  stessa  costruzione  sui  seg- 
menti AC,CM,MD,DB,  e  si  ottengano  i  punti 
M\  ,  M'^ ,  M'3 ,  M\ ,  come  terzi  vertici  dei  triangoli 
equilateri.  Si  proceda  cosi  sempre  nello  stesso  modo. 
Il  luogo  di  tutti  i  punti  M  è  una  curva  continua 
non  avente  in  alcun  punto  tangente  unica.  Questa  è 
la  curva  di  von  Koch. 


DERIVAZIONE. 

§.  53. 

Alcune  volte  per  fare  la  derivazione  di  una  fun- 
zione prodotto  di  vari  fattori,  può  essere  utile  cal- 
colare prima  la  derivata  del  logaritmo  della  fun- 
zione, e  poi  da  questa  passare  a  quella  della  fun- 
zione stessa. 

Cosi  si  abbia  da  derivare  : 

{x  —  1f 
,1  =  ^ 


\/  (x  —  ì)"  {x  —  'sy 

Abbiamo  : 
log  //  =  9  log  {X  —  2) 
e  derivando  si  ha  : 


5  11 

j  lng(;/._l)-  ^^  logOr-:^) 


d  // 

dt'__9 5      1 11      1 

g   ~  x—2       2  X—  1       2  a;  —  3 

x2  —  7x4-1 

"~(a^-1)(a:-2)(x-3)' 
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1  ..(li/., 

donde  p(ìtremo  ricavare  il  valore  di  -^  cioè: 

d  ij  _  {x  —  2)^ , ^       ,    j . 


§.  53. 

Dalla  relazione  finita  tra  x  e  /y: 

risulta  l'altra  differenziale  : 

dll        ,        dx      ^  Q^ 
v/  ^  —  !l^      \l  X  —  x^ 

Infatti  derivando  la  data  si  ha: 

_  -{{-\-x)  —  {i—x)         _  —  2d^ 

^^-  (l+a?)2  ^'^-   (1-1-  07)2- 

D'altra  parte: 

I  _    2  _  „_A5  _ 


donde  : 


V-^^3^2^^1-^ 


(l+.r)2 

e  quindi,  dividendo: 

r/  //     dx  dx 

\J  ]p^f  ~~        X  \l  \—X  \l  \    [-  X  ~         \/^'—3?  ' 
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Si  può  osservare  che  la  relazione  data  fra  x  e  // 
é  reciproca,  cioè  x  si  esprime  mediante  //  colla 
formola  simile  : 

_l-.y 

§    B4. 

Come  nel  §.  precedente,  si  può  far  vedere  che 
dalla  relazione  : 


// 


(anche  questa  reciproca)  si  ricava  l'altra  relazioni 


§.  55. 

Si  sa  che  in  generale  non  é  facile  trovare  una 
formola   che   dia   la  derivata  ri"^"  di  una  funzione. 

Molte  volte  si  cerca  di  trovare  delle  formule 
di  ricorrenza  mediante  cui  la  derivata  /i"*"  resti 
espressa  mediante  quelle  di  ordine  inferiore. 

Cerchiamo  la  formola  per  la  derivata  n^"^  della 
funzione: 

ij  =  are  tg  x. 

Si  ha  : 

d  II  1  1 


dx-\-Yx^-\^i^U~'^'^'' 


=  cos  il  sen 


('+.^) 


Derivazione.  H>-5 


Derivando  ancora  rispetto  ad  x  abbiamo: 

\ì  S  =  [  —  sen  //  sen  ^//+   ^  j  + 

=  cos  (2  !/-\-  Ij  cos^  (j  :=  cos^  /j  sen  2  /y  +  ^  j. 
Derivando  ancora  si  ha: 
jj  =  [—  2  cos  //  sen  //  sen  2  ^,v  +|-j  + 

+  2cos'-\vcos2(,v+^-)];|^, 
=  2  COS''  fj  cos  (3  //  -[-  tt) 
=  2  cos-'  //  sen  3  (//  +   ^  Y 
Si  vede  dunque  che  in  lienerale  si  ha: 

^  =  1  .  2  . . .  (/i  -  i)  cos"  //  sen  n  \^i/  +  ^  j 

=  (n  —  1)! ;r^^^  ^  (  *ii*c  tg  a? -|-  ^  I 


§    S6. 

Diamo  un  esempio  di  ('i('>  cui  abbijuno  accen- 
nato, cioè  della  ricerca  (U  tormole  di  rictìrrcnza 
l)cr  il  calcolo  della  derivata  /i"*"  di  una  funzione. 

Il  scgu«»nte  esempio  è  notevole. 
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Sia: 


Si  ha  : 


ij  =  are  sen  x. 


dy         1 


Cloe: 


dx      v/ 1  —  x^ 


-idy 


dx 

Derivando  primo  e  secondo  membro  rispetto  ad 
a;,  abbiamo  : 

\/ì  —  x^  dx   *  dx^ 


donde  : 


4-^+(^--^)'U=o 


dx  ^  d  x^ 

e  derivando  ancora  si  ha: 


dx  dx^  (l  x^ 


In  generale  si  avrà: 


Derivazione.  '  1  or 


Infatti  abbiamo  visto  che  questa  formola  sussiste 
per  ri  =  2,  n  =  S,  n  =L  Possiamo  ora  far  vedere 
che,  se  questa  formola  sussiste  per  l'indice  n —  1, 
sussiste  anche  per  l'indice  /i,  e  ciò  si  mostra  sem- 
plicemente derivando  la: 

T.a  formola  trovata  costituisce  una  notevole  for- 
inola di  ricorrenza  contenente  solo  tre  derivate 
successive. 


§.  5^. 

l'esaminiamo  la  derivata  della  funzione: 

,     1 

X  are  tg  — 

nel  punto  ^  =  0,  nel  qual  punto  la  funzione  è  zero. 
Supponiamo  che  l'arco  si  debba  scegliere  sempre 

fra  — ,y  Q -{-  .y  II  rapporto  incrementale  e: 

are  tg 


Aarctgi-  , 


/i 

Se  h  è  negativo,  e  tende  a  zero,  la  tangente  del- 
l'arci^ richi(;sto  tiìnde  all'infinito  negativo,  e  quindi 

l'aròo  tende  a  —    [    ;  invece  tende  a  -j-  -,'^  se   h  è 
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positivo  e  tende  a  zero.  Si  vede  quindi  che  nel 
caso  che  la  funzione: 

,     1 

o)  are  tg  — 

sia  definita  in  maniera  che  l'arco   del)ba  scegliersi 

fra  i  limiti  — ,f->-\--^',  nel  punto  zero  la  derivata 

destra  è  diversa  dalla  derivata  sinistra.  Se  invece 
supponiamo  che  l'arco  debba  prendersi  tra  i  limiti 
0  e  TT  (fra  i  quali  limiti  la  tangente  riceve  anche 
tutti  i  possibili  valori),  le  due  derivate,  destra  e  sini- 
stra, nel  punto  zero  sono  fra  loro  eguali,  ed  eguali  a 

+  2- 

§.  58. 

Mediante  la  derivazione  si  possono  ottenere  delle 
nuove  identità,  da  altre  già  note. 
Per  esempio  si  sa  che  si  ha  identicamente  : 

1  —  x^+i       ^    ,        ,      .   , 
Deriviamo  primo  e  secondo  membro  ed  abbiamo: 

(1  —  X)^  ' 

-f-  .  .  .  +  /?  a?"-'. 

Le  due  funzioni  : 

-j-  are  tg  X 
—  are  tg  — 

X 


I)('ri  razione.  IO" 


hanno  la  medesima  derivata,  come  è  facile  verifi- 
care. Come  si  spiega  questo  risultato? 


§    60. 

Un  problema  che  ha  dato  luogo  a  molti  lavori 
è  stato  quello  della  ricerca  delle  formole  che  danno 
la  derivata  ri'««  di  una  funzione  composta. 

Se  si  tratti  del  prodotto  di  funzioni,  la  legge  di 
formazione  della  derivata  n"'"  è  data  dal  cosidetto 
teorema  di  Leibnitz. 

È  notevole  sull'argomento  della  derivata  /i'""  di 
una  funzione  composta,  la  seguente  formola  detta 
di  Jacobi: 

/7n— l  n 

-w— 1  ^  '' 


d  3C 

=  (—  [)n-i —  sen  (n  are  cos  x). 

(v.  Heumite,  Lettre  à  M.  Gordan,  Ma(h.  Ann.  t.  X). 
[•"eco  una  lista  di  lavori  sull'argomento  della  de- 
rivata n"'"  di  una  funzione  composta: 
Fa\  di  Bruno,  Annali  di  Tortolini,  t.  VI  (1855). 
FiiRdor.A,  Annali  di  Tortolini,  voi.  Vili  (1858). 
Cav[j.;y,  Ann.  di  Matematica,  (1)  t.  II,  (1859). 
Tardy,  Sulle  derivate  di  ordine  superiore,  ecc.  Giorn. 

di  Mal  II,  (1864). 
GÒTTiNG,  Dijf.  des  Ausdruchs  ■'•'■  uienn  x  cine  Futi- 

ction  in/end  einer  unab.  rcrnud.  hedeuiet,  Ma  ih. 

Ann.,  t.  III. 
Must,    Ueber   dir    1, Dì, cren    Dijfferent.    Math.    Ann. 

t.  IV  (1871). 
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HoppE,  Ueher  indipendente  Darstellung  der  ho/ieren 
Differentialquotienten,  Matft.  Ann.  IV,  (1871). 

Studnicka,    Sitz.   berichte   der   Bolim.    Gesellsc/iaft, 

(1874). 
Fais,  Intorno  alle  derivate  di  ordine  superiore  delle 

funzioni  di  funzioni,    Giorn.  di  Mai.  di  Batt., 

voi.  XIII,  (1875). 
Mossa,  Sulla  derivazione  successiva   delle  funzioni 

composte.  Giorn.  di  Mat.  di  Batt.,  vol.Xlll,  (1875). 
Teixeira,  Sur  le  derivées  d'ordre  quelconque,  Giorn. 

di  Mat.  di  Batt.,  voi.  XVllI,  (1880). 
KÒNiGSBERGER,    Ueòcr  das   Bildungsgesetz   der   ìio- 

heren  Differentiale  einer  Function  der  Functio- 

nen,  Math.  Ann.,  voi.  XXVIl,  (1880). 
Meyeh,  Ueher  die  hoheren  Ableitungen  eines   Quo- 

tienten,  etc,  Monatshefte  f  Math.  u.  Phtjs.,  (1890). 
Meyer,  Ueher  algeh.  Relationen  ztoischen  den  Ent- 

wieklungscoeffìcienten  hoherer  Diff.  MatJi.  Ann. 

XXXVl,  (1890). 
Meyer,     Ueher     Theilharkeiteigenschaften     ganzer 

Functionen   holierer  Dijf.  Math.  Ann.  XXXVI, 

(1890). 

SUL    TEOREMA    DEI,    VAI,OR    MEDIO 
E    SUE    CONSEGUENZE. 

§.  61. 

Sia  /  (^■)  una  funzione  che  in  tutto  un  intervallo 
da  ^  a  />  abbia  derivata  finita  e  continua. 

Per  ogni  punto  .r  formiamo  il  rapporto  incre- 
mentale e  indi  formiamo  la  funzione: 
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Si  ha  cosi  una  funzione  di  due  variabili  x,  h,  il 
cui  limite  per  qualunque  a?  dell'intervallo  e  per 
A  =  0  ha  valore  zero. 

Si  può  dimostrare  che,  colle  ipotesi  fatte,  l'espres- 
sione 'f  {x,  II)  non  solo  converge  a  zero  con  h,  ma 
converge  a  zero  uniformemente,  cioè,  dato  a  piccolo 
a  piacere,  si  può  sempre  trovare  un  h  tale  die  per 
esso  e  per  tutti  gli  h  minori^  e  per  un  qualunque 
X,  la  f  sia  minore  di  a. 

Infatti,  pel  teorema  del  valor  medio  la  -j?  può 
scriversi  : 

'f{xji)^f{x^^li)-f{x). 

Ora  abl)iamo  supposto  che  /'  {x)  sia  una  funzione 
continua  di  x,  e  si  sa  d'altra  parte  che  una  fun- 
zione continua  è  anche  uniformemente  continua  ; 
quindi,  dato  a  piccolo  a  piacere,  si  può  trovare  un 
h  tale  che  per  qualunque  a,  la  differenza  fra  due 
valori  di  /'  in  tutto  l'intorno  da  x  ad  x  ±  h  sia 
sempre  minore  di  o. 

Trovato  un  tale  h  e  sostituendolo  nell'  espres- 
sione di  'f  (x,  //),  si  vede  cosi  che,  per  qualunque 
x^  la  ^  resta  minore  di  a,  ciò  che  si  doveva  dimo- 
strare. 

Si  può  dimostrare  anche  il  reciproco,  cioè  che  se 
la  V  {x,  h)  converge  uniformemente  a  zero,  la  /'  (or) 
«"'  una  funzione  continua  di  x  (si  ponga  in  relazione 
questo  teorema  colle  oss(;rvazioni  fatte  alla  line 
del  §.  i  del  Gap.  II,  voi.  I  delle  mie  Lezioni  di  Cal- 
colo infinitesimale). 

Infatti  se  per,  qualunque  x  (dell'intervallo)  si  f)uò 
trovare  un  medesimo  li  tale  che  sia  : 
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mutando  in  questa  relazione  x  rispettivamente  in 
X  ^P  h,  in  corrispondenza  col  (loppi(ì  seg'no  che 
esiste  nella  formola,  si  ha  : 

e  quindi  certamente  : 

f'{x)-f'{x-h)-^ 

+  [  h li—       J    -^' 

/'(^')~/'(^  +  /0  + 

+  [ —k "-TTT --—  J  '-  -  «• 

Ora  siccome  le  espressioni: 

f{x-\-Ji)-f{x) 

h 
f{x-h)-f{x) 

-h 

tendono  per  ipotesi  allo  stesso  limite,  cioi'  alla  de- 
rivata di  f  in  -r,  cosi  può  diminuirsi  h  in  tal  modo 
che  la  loro  dilTerenza  sia  minore  di  a;  e  qiudle 
relazioni  <li  sopra  seguitano  a  sussistere  perchè 
esse  valgono  p(!r  un  //  e  per  tutti  gli  h  ad  esso 
inferiori.  Si  ha  cosi  : 

J"{x)~f{x-h)--.\. 
cioè  J"  (x)  (■'  una  l'iinziont;  contiruia  di  x. 


//  ieoreiii'i  <l('l  ralor  medio.  Ili 


§    63. 

Si  [)U(')  osservare  ohe  la  forniola  del  vahn'  medio 
può  servire  a  dimostrare  una  jjroprietà  assai  (ca- 
ratteristica della  funzione  derivata. 

Consideriamo  la  relazione  : 

e  supponiamo  clic  ìa  funzione  derivaia  f  abbia  li- 
mite (ìeierminaio  per  x  =  a;  facendo  tendere  x  ad 
a,  il  secondo  membro  tenderà  al  valore  di  tal  li- 
mit(3,  e  il  primo  tenderà  invece  al  valore  della  de- 
rivata nel  punto  a;  dun(/ue  ìa  funzione  derivata  è 
tale  cJie,  ammesso  solo  c/te  arvicinandosi  ad  un 
fiunto  essa  tenda  ad  un  limite,  se  ne  deduce  la  sua 
continuità  in  tal  punto. 

Però  il  limite  dei  valori  della  derivata  potrebbe 
non  esistere  ed    esistere  invece  la  derivata;  come 

lo  j)rova  p.  es.  la  funzio)ie/(a?)  =  <z'- sen    ^  ,/(())=  0, 

p(U',x'  =  0. 

Dal  teorema  di  sopra  ne  viene  che,  per  trovare 
il  valore  della  derivata  in  un  punto,  l)asta  limitarsi 
a  trovare  il  limite  dei  valori  della  derivata,  sup/>o- 
.sio  ('///'  questo  limite  esista. 


§   63. 

Si  \}\\n  dimostrare   un    teorenui    più    li'eiierale    di 
ipu'llo  del  valor  medio. 
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Formala  di  Waring. 


Sieno  date  tre  funzioni  /  (a?),  ^  (a?),  ^  (x)  aventi 
derivate  determinate  in  tutto  un  tratto  da  a  a' 6; 
esisterà  fra  a  e  6  un  punto  x,  tale  oht;  sia  identi- 
camente : 

f  {X,),'.'  {x,\^'  {x,) 

f{a),    y(a),    ^{a)         =  0. 

/(/>),    ?H    ^W 
Infatti  la  funzione  : 

f(x),'^{x),^{x) 

fia\'^{a\Ha)       =  F  (x) 
f{l>\  .(6),  ^{lA  ] 


X  —  h,  ed  è  formata 
date,   e   quindi  avrà 


si  annulla  per  x  =  a,  e  per 
linearmente  mediante  le  tre 
derivata  determinata  in  tutto  l'intervallo-,  perciò, 
per  il  teorema  di  Holìe,  esisterà  un  punto  x^  nel- 
l'interno dell'intervallo  in  cui  la  derivata  della  fun- 
zione avrà  il  valore  zero.  Di  qui  si  ricava  la  for- 
mola  di  sopra. 


§   64. 

Possiamo  ancora  dimostrare  un'  altra  formola 
dovuta  a  Warim/. 

Se  f{x)  ha  derivata  determinata  per  tutti  i  punti 
di  un  intervallo  da  a  a  b  iwA  quali  estremi  il  va- 
l<ìre  di  f{x)  sia  zero,  esisterà  un  xaioi'c  di  /-  c(~)m- 
preso  fra  a  e  h  in  cui  sarà  : 


fi^) 


k 


dove  A'  sia  una  qualunque  costante  arbitraria. 


Applicaz.  del  tcor.  del  valor  medio.  W'^ 

Infatti  consideriamo  la  funzione  : 

che,  per  ipotesi,  si  annulla  per  x=^a  e  x==  b. 

Applicando  a  questa  funzione  il  teorema  di  Ralle, 
e  sopprimendo  un  fattore  esponenziale  comune  ai 
due  termini  dell'equazione  che  si  viene  a  ottenere 
si  ha  proprio  la  relazione  di  sopra. 


§.  65. 

Il  teorema  del  valor  medio  si  può  applicare  alla 
teoria  delle  serie. 

Sia  f(x)  una  funzione  sempre  positiva  e  finita  per 
ogni  X  maqijiore  di  a,  e  ette  decresca  indefìnitiva- 
mente  quando  x  cresce  ;  formiamo  la  serie  : 

/(tì^)+/(a  +  l)  +  /(aH-2)  +  ...=  ^   f(a-i-m); 

7re=0 

(juesta  serie  è  convergente  o  divergente  secondochè 
il  valore  della  funzione  F{x)  di  cui  la  derivata 
sia  f{x),  tende  col  crescere  di  n  ad  un  limite  finito 
oppure  ad  un  limite  infinito. 

Osserviamo   che   la   funzione   F  (./?),  avendo   per 

derivata /(.r),  ha  una  derivata  positiva;  quindi  si 

sa  che  essa  è  una  funzione  crescente,  e  dovrà  perciò 

tendere  ad  un  limite  per  /i  =  oo,  il  quale  limite  po 

•  trà  essere  o  Unito  e  l'infinito  positivo. 

Avendosi  : 

F{x  -fi)  —  F{x)  =  F'  (^c+  9) 
Tascai..  8 
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e  inoltre  per  ipotesi: 

si  ha: 

f{x)  ^F{x^\)-  F(x)^f(x-\-  1) 

e  facendo  x  =  a,  a-\-ì,  a-\-'2,  . . .  e  poi  sommando 
si  ha: 

1    f{a-j-m)^F(x-\-n)  —  F{a)^' 

w(,=w4.1 

^-    1     f{a^m)-f{a). 

m=l 

Concludiamo   che  se  ^'(a?-|- '0  ^^^  P^i'^iiT^^ite  l'infi- 
nito, anche  : 

ì    /(a  +  m) 
»»=o 

per  /i  =  oo  ha  per  limite  l'infinito,  e  la  serie  è  .di- 
vergente-, se  poi  F{x-\-n)  ha  per  limite  una  quan- 
tità finita,  allora,  tenendo  presente  la  seconda  parte 
della  formola  di  sopra,  si  ricava  che  la  stessa  somma 
tende  ad  una  quantità  finita  e  quindi  la  serie  e 
convergente. 
Cosi  per  esenjpio  sia: 

/(a?)  =  -A-     ,     (a>0); 

sarà  : 


F{x)  = 

(a  — l)a?*-i 

Clir    |. 

('!•   a 

I    Iciidc  a 

zero  per  .r  -—  oo ,  ( 

;  per  a  rr£  1 

teii<U; 

a   -jz  . 
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Dunque  la  serie  : 


11  00  ^ 


a*    '    (rt-fl)»    '  n=o   {a-\-n)'^ 

è  convergente  o  divergente   secondochè  a  è  mag- 
giore di  1   ovvero  eguale   o  minore    di    1   (sempre 
però  positivo). 
Sia  in  secondo  luogo: 

•^  ^^^  ~  ^(log  a?)* 

sarà  : 

1  1 


F{x)  =  --~ 


a  —  1    (log  a?)*— 1 

e  per  a^l,  il  limite  di  F(a?)  per  x  =  oo  è  l'infinito, 
mentre  per  o  >  1  il  limite  di  F^m)  è  zero.  Quindi 
ne  deduciamo  che  la  serie: 

V    _i 

n^a  {a  +  n)  [log (rt  -f  'Ol"" 

dovea>1,  è  convergente  o  divergente  .^condochò 
a  è  maggiore  di  i,  oppure  è  uguale  o  minore  di  1. 

SUI,    TKfJHKMA    \)K\.    DII  FKRKNZIAI.K     rOTAr.K. 

§   66. 

Diamo  degli  esempi  nei  quali  non  sussiste  il  teo- 
rema del  differenziale  totale. 

Il  seguente  è  di  Thomae.  {Ahriss  einer  T/ieorie  der 
complexen  Funct.,  Halle,  187:ì,  |).   17): 

f('^'!/)  =  \/\x(/\ 

dove  il  radicale  si  prenda  sempre  positivo,  e  il  pro- 
flotto X 1/  si  coiisidt'ii  sempre  in  valore^  .issoluto. 
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Nel  punto  a?  =  0,  //  =  0  le  due  derivate  parziali  di 
/  sono  ambedue  zero,  come  è  facile  riconoscere  di- 
rettamente formando  i  limiti  dei  rapporti  incre- 
mentali nel  punto  (0,  0). 

Il  differenziale  totale  di  /  è  zero  nel  punto  (0, 0),  e 
perciò  l'incremento  di  /  sarebbe  espresso  solo  da 
termini  di  ordine  superiore  al  primo  in  x,  y. 

Poniamo  : 

x  =  r  cos  9 
y  =zr  sen  co 

dove  r>l  e  cp  è  compreso  fra  —  tt  e  -j-tt;  allora: 


f{^y) 


y  -^  isen  2  cpl . 


Ora  se  una  tale  espressione  potesse  esprimersi 
solo  con  termini  di  ordine  superiore  al  primo  in 
X  e  //,  il  secondo  membro  avrebbe  per  fattore  al- 
meno r-  ;  e  quindi,  sopprimendo  un  fattore  comune 
r,  si  avrebbe: 


y- 


1    I        o    , 

-^|sen2cpi 


espresso  con  termini  aventi  tutti  per  fattore  r.  Quindi 
per  un  qualunque  <f»  il  secondo  membro  si  annul- 
lei^ebbe  per  r  =  0  e  il  primo  no.  Ciò  costituisce  una 
contraddizione. 

§.  e-?. 

Un  altro  esempio  simile  è  dato  dalla  funzione: 

fi.,) — -y— 


s/  x"  +  y' 
cui  si  attribuisca  il  valore  zero  per  x  =  y  =  {). 
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Le  derivate  parziali  di  questa  funzione  non  hanno 
limite  det(3rminato  per  x  =  z/  =  0,  pure  essendo  esse 
determinate  in  tal  punto,  in  cui  hanno  propriamente 
valore  zero. 

Per  modo  che  il  differenziale  totale  di  f  {x  ij) 
risulta  zero,  e  quindi  l'incremento  della  funzione 
risulterebbe  composto  di  termini  almeno  di  2.»  or- 
dine in  .7",  //.  Intanto  evidentemente: 

,._       dx  dij 
\/dx^  -\-dtf 

e  se  si  fanno  convergere   d  y^  d  ij   a  zero  in  modo 
che  il  limite  del  loro  rapporto  sia  /.  si  ha: 

hm     '' 


dx 


1 


l/,Ui 

donde  : 

df=^^ — ^dx, 

e  si  vede  perciò  che  non  è  zero  la  parte  di  1."  or- 
dine nello  sviluppo  dell'incremento  di  /. 

§.  68. 

Negli  esempi  precedenti  erano  discontinue  ambe- 
due le  derivate  parziali.  Nel  seguente  esempio  in- 
vece  una   delle    derivate   parziali   è   continua,   ma 

l'altra  no. 
Sia: 


f{xi/)  =  xsen 


(iarctgl-) 
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colla  supposizione   che  per  :r  =  0  e  //  =  0  la  /  sia 
anche  zero. 

Questa  funzione  è  continua  nel  punto  a?  =  0  //  =  0; 
la  sua  derivata  parziale  rispetto  ad  a?  è  funzione 
continua  di  //  nel  punto  zero,  mentre  la  derivata 
parziale  rispetto  ad  //  non  é  funzione  continua  di  x 
nel  punto  zero.  Non  sussisterà  il  teorema  del  dif- 
ferenziale totale. 

SUI,    TKOREMA    DELL'iNVERSIONK 
DELLE    DERIVAZIONI. 

§.  69. 

Su  questo  teorema  sono  stati  pubblicati  diversi 
lavori,  fra  cui  alcuni  tendenti  a  stabilire  un  nu- 
mero minimo  di  condizioni  fra  loro  indipendenti 
perché  il  teorema  sussista.  Le  condizioni  che  risul- 
tano dalla  dimostrazione  da  noi  riprodotta  nelle 
citate  Lezioni  di  Calcolo,  sono: 

1.0  che  esistano  e  sieno  finite  le  derivate  prime 
della  funzione  in  tutto  un  intorno  del  punto  ; 

2.0  che  esista  la  derivata  seconda  f"xix.i  (deri- 
vando cioè  prima  rispetto  ad  x.^  e  poi  rispetto  ad  x^) 
in  tutto  un  intorno  del  punto  x^  x.^  ; 

3."  che  una  tal  derivata  sia  continua  nel  punto 
a?ia?2,  rispetto  ad  ambedue  le  varial)ili. 

Da  queste  ipotesi  ne  risulta  naturalmente  che  an- 
che la  /'a:,  è  continua  rispetto  a  x^  in  tutto  l'in- 
torno. Siccome  poi  ne  risulta  anche  l'esistenza  di 
/"x,a:,  cosi  SÌ  Hcava  ancora  che  /'x,  è  certamente 
continua  rispetto  a  x.^  nel  punto  Xi  x.^,  perchè  am- 
mette la  derivata  rispetto  a  x^. 
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Per  questo  teorema  si  possono  vedere  i  seguenti 

lavori  : 

Hlancukt,  Extrait  (Vane  lettre  à  M.  Liouoiìle,  Jour- 
nal de  Liouville,  voi.  VI,  p.  65  (18il). 

LiM>i;i,()r,  Ada  socletatis  Fennieae,  voi.  Vili,  pars  I, 
p.  2U5  (1867). 

Gknogchi,  Intorno  ad  un   teorema  di  Calcolo  d/n'c- 
renziale.  Atti  Acc.  Torino,  voi.    IV,  p.  327   (18()1)> 

ScHWARZ,  Matli.  Abfiandl,  voi.  II,  p.  275  (1878). 

DiNi,  Lezioni   di   Analisi   injìnit.    Pisa,  1907,  voi.  I, 
p.  IGi. 

HiniAzzi,  Giorn.  di  mat.  di  BatL,  voi.  XXVI  (1888). 

Peano,  Mathesis  (1890),  p.  153. 

STor,z,  Grundzùge  der  Diff.  und  Integr.  Redi.,  Leip- 
zig, 1893,  t.  I,'  p.  1  i(i. 
Daremo  nei  §§.  seguenti  vari  esempi  in  cui  non 

sussiste  il  teorema  di  cui  parliamo. 

§  -70. 

Consideriamo  la  funzione  : 

/(;/'  ,1)  =  X-  are  tg   ■'{    -  ir  are  tg    '^ 

(lov(i  si  intenda  che  l'arco  tangente  debba  sciogliersi 

sempre  fra ^  e  -[-    9    • 

Le  j»riuio  derivate  sono: 


à  f  II 

—  =  2  a?  ar(^.  tg  -  u 

'Ò  f  ,  -r 
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e  i  valori  di  queste  derivate  per  x  =  0  f/  =  0  sono 
zero.  Queste  derivate  sono  sempre  finite  e  continue 
anche  nel  punto  (0,  0). 

La   seconda   derivata   in   un  punto  x,rj  qualun- 
que è: 

d  ij  b  X  ~  x^  -\-rf 

che  non  è  una  funzione  continua  nel  punto  (0,  0). 

In  tal  punto   il  valore   delle   seconde  derivate  é 
dato  dalle  formole: 

f'\jx  =  —  ì  f'xij  =^  +  1 , 

donde  si  vede  che  tali  seconde  derivate  esistono 
ambedue,  ma  non  sono  eguali. 


Consideriamo  la  funzion(3   che  per  //  diverso  da 
zero  è  definita  dalla  formola: 

e  per  //  =  0  è  zero. 
Le  derivate  parziali  sono  per  rV,  //  diversi  da  zero: 

a  f  X 

,  '     —Il  cos  — ■ 
ex  II 

df        ,  X  X 

—^  =  2  V  scn X  cos 

ày  '  Il  II 

mentre  per  // =  0  e  x  qualunque,  le  derivate  sono 
d_f{x^)  _  Q 

d  X 

•^  ^      ^  —  hm  A  sen         -  ^ 


dy  k^i)  k 
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d  X 


e  per  //  — 0,  x  =  0  le  stesse  derivate  sono: 

d  X 

a/(0  0)_ 

Esaminiamo  la  derivata  seconda: 

dx  d  !/ 

nel  punto  x,  ij  qualunque  ;  poi  nel  punto  x  qualun- 
que e  //  =  0;  e  poi  nel  punto  a?  =  0,  //==^(). 
Per  x^!i  diversi  da  zero  la  derivata  seconda  è: 

d'^  f                  X     .     X  X 

^     =  cos 1 —    sen 


(^  3e  ó  II  il     '     u  !l 

e  poiché  questa  è  una  funzione  continua  nel  punto 
che   si  considera,    cosi   possiamo    dire    che  in   un 
punto  di  coordinate  x^n  qualunque  (diversi  da  zero) 
sussiste  il  teorema  dell'invertibilità. 
Per  X  qualunque  e  /y  =  0  si  ha: 

aV(5_0)  _  ±_  dfjxO)  _  ^ 

d  X  d  1/         dx      d  r/ 

che  non  é  certamente  il  limite  della  espressione 
soprascritta  per  //  =  0,  perché  per  //  =  +  0  e  a?  >  0 
la  espressione  di  sopra  converge  a  +oo,  e  per 
//  =  —  0  e  a:  >  0  la  espressione  di  sopra  converge 
a  —30.  In  ogni  caso  quindi  il  limite  a  destra  non 
è  eguale  al  limite  a  sinistra. 

Non  sussiste  il  teorema  dell'inversione  ;  perché  la 
derivata: 

d'fjxO) 
d  ij  d  X 
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é  uguale   alla   derivata   nel  punto  fj  =  0  della  fun- 
zione : 

dx     ' 
cioè  è  eguale  a: 

dfjxk) 

lim —  =  hm  cos  -r- 

A=0  li  fe=0  K 

che  é  indeterminato.  Dunque  delle  due  derivate  di 
2."  ordine  una  non  esiste  e  l'altra  è  zero. 

Vediamo  ora  che  cosa  succede  nel  punto  (0, 0). 

In  tal  punto  la 

dx  d II 
è  ancora  eguale  a  zero  ;  mentre  la 

JIJL 

dy  dx 


è  eguale  a: 


lim 

k-=0 


dfjOk) 

d  X 


Quindi  nel   punto  (0,  0)    le    due  derivate  parziali 


esistono  and)e(hie,  ma  sono  disuguali. 


KAi'i'omi  iN(:m:Mi;xTAi,!  di  oudinh  siìI'Kiuohk. 

I']  interessante    la  seguente  considerazione  sulle 
derivate  di  2."  ordine  e  di  ordine  superiore.  Come 
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la  prima  derivata  si  può  (esprimere  come  limite  del 
rapporto  incrementale  della  funzione,  cosi  la  se- 
conda derivata  è  definita  come  limite  del  rapporto 
incrementale  della  prima  derivata  ;  ma  può  anche 
esprimersi  come  limite  di  una  espressione  formata 
colla  funzione  stessa. 
Essendo: 

f(x  +  k)-f'(x) 


e: 


/"(a;)  =  lim 

A:=0 


f  (x)  =  lim°^    ^   ; — °^-^- 


si  ha: 

jk=o  h=o  à  k 

In  questa  espressione  A,  k  devono  convergere  a 
zero  in  un  modo  qualunque  e  indipendentemente 
l'uno  dall'altro,  e  prima  l'uno  e  poi  l'altro.  E  indif- 
ferente poi  se  deve  converizere  a  zero  prima  //  o 
prima  A',  perchè  il  secondo  membro  ò  simmetrico 
in  II,  k. 

Ora  prima  di  tutto  si  può  far  vedere  che  il  limite 
dell'espressione  soprascritta  ò  lo  stesso  del  limite 
cht;  si  ottiene  ponendo  prima  A  =  /i  e  poi  h  =  0. 

[In  iicnerale  non  potrebbe  affermarsi  che  per 
ima  funzione  ^  (/i  k)  di  due  variabili  A  A  il  limite 
lim©  {/(,/')  e  lo  stesso  del  limite  lim  lim  cp  {/<  A)]. 

/l-O         ■  ll-:0       k^^ 

Infatti  ponendo  k  = /i  si  ha: 


124  Rapp.  Increm.  di  orci.  sup. 

Ma  per  il  teorema  del  valor  medio  (supposta  l'e- 
sistenza della  derivata  prima  in  tutto  un  intorno 
del  punto  x,  ipotesi  che  risulta  come  conseguenza 
della  supposta  esistenza  della  derivata  seconda  nel 
punto  x)  e  ponendo: 

si  ha: 

/(.r  +  2  h)  -  2/Cr  +  h)  -h/(a-)  = 

=  cp(xH-/0-cp(a^) 

=  /?  co'  (a?  4-  &  //) 

=  //  [/'  (^  +  (  l  +  ,^)  //)  -/'  67'  4-  &  h)\ 

dove  al  solito  il  numero  2r  è  compreso  fra  0  e  1. 
Possiamo  quindi  scrivere  identicamente: 

/(^  +  2A)-2/(^H-/0+/(-^)  _ 

_r{x-\-{\-^^)h)-f{x) 

r  r  (a-  +  (1 H-  ^)  /Q  -  /  (-^0     f  (-^  +  ^  /O  z-_Z(^)] 

Passando  al  limite  per  //=0,  essendo: 

li^  /(^  +  (i+^)/0-/(-^)  _ 

^lin/^^"  +  ^^)T_Z(^^r(a:) 

si  ha  infine,  esista   o   no    il    limite  di  ^,  semplice- 
mente /"  (x). 

Con  ciò  resta  dimostrato  il  nostro  assunto.  Nella 
dimostrazione  data  dal  Dini  (Fondamenti,  ecc. 
p.  89-90)  di  questo  teorema  dovea  supporsi  la  esi- 
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stenza  dìf"{x)  anche  nell'intorno  di  x.  La  dimo- 
strazione da  noi  data  si  trova  nell'HARNACK.  (Eie- 
mente  (ler  Dijf.  u.  Int.  Redi.  Leipzig,  1881,  p.  56). 

P(ìssiamo  ora  dimostrare  ancora  che  la  derivata 
seconda  (supposto  che  esista)  può  anche  conside- 
rarsi come  il  limite  dell'altra  espressione  (v.  Dini, 
cit.,  p.  89): 

l^^y(>^'  +  /0+/(^-/^)-2/(x) 

h=Q  II' 

Infatti  nelle  stesse  notazioni  precedenti  si  ha: 

f{x  +  h)  +/(x'  -  h)  -  2fix)  =  V  (X)  -  '^  (x  -  /O 

=  /i  'y'  (x  —  &  h) 
=  //  [/'  (X  4-  (1  -  &ì  /i)  -/'  (^  -  &  /<)] . 

Possiamo  quindi  scrivere  identicamente: 
f(x  +  h)+f{x-h)-2fix)  _ 

-  (1-&)A  ^^  -  ^ 

f(^-o,h)-r(x) 

e  il  limite  del  secondo  membro  per  h  =0  è  esat- 
tamente /"  (x).  Anche  qui  osserviamo  che  per  la 
dimostrazione  data  dal  Dixi  di  questo  teorema  deve 
supporsi  in  più  la  esistenza  della  derivata  seconda 
neW intorno  del  punto. 
Un'interessante  osservazione  è  la  seguente  : 
Noi  abbiamo  visto  che,  se  esiste  la  derivata  se- 
con(hi  nel  punto  x,  essa  è  il  limite  per//  =0  di  una 
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delle  due  espressioni: 

/(.r  +  2A)-2/(a?-f /0+/(a:) 


/(a:  +  A)  +  f(^-/0-2/(.T) 


(a) 


Di  qui  però  non  si  può  dedurre  che  se  esistono 
questi  limiti,  essi  rappresentano  la  derivata  seconda 
della  funzione,  perchè  questa  invece  potrebbe  non 
esistere.  Un'  osservazione  di  questo  genere  non  si 
presenta  nel  caso  delle  derivate  prime  perchè  ivi, 
se  esiste  il  limite  del  rapporto  incrementale,  se  ne 
ricava  senz'altro  la  esistenza  della  derivata. 

Invece  potrebbe  esistere  il  limite  di  una  delle  (hie 
espressioni  segnate,  senza  che  esista  la  derivata 
prima  della  funzione,  e  quindi  senza  che  esista  la 
derivata  seconda;  oppure,  potrebbe  esistere  il  limite 
di  (a)  o  (b)  senza  che  esista  la  derivata  seconda, 
pare  esistendo  la  derivai  i  prima. 

Daremo  qui  sotto  degli  esemf)i  per  ambechie  que- 
sti casi. 

Si  potrebl)ero  fare  poi  considerazi(ìni  analoghe 
per  la  derivata  di  ordine  n'""  di  una  funzione  di 
una  varia])ile,  e  inoltre  per  le  derivate  parziali  delle 
funzioni  di  più  variabili. 

Consideriamo  il  seguente  esempio  : 

1 

La  funzione   f{x)=  x  hqu^       ,  colla  ipotesi  che 

/(O)  =  0,  è  una  funzione»  senza  derivata  prima  nel 
punto  x  =  Q.  Non  avrà  dunque  neanche  la  derivata 
seconda. 

Intanto  se  formianKì  il  rapporto  incrementale  {b) 


troviamo 


Rapp.  increm.  di  ord.  su/).  127 


1  1 

h  sen^    , A  sen^  -y- 

h  II 


che  è  zero  per  qualunque  h  e  che  quindi  ha  per 
limite  zero  per  ìi  =  0.  Dunque  il  limite  del  rapporto 
incrementale  (b)  esiste  senza  che  esista  la  derivata 
seconda. 

Esaminiamo   ora   se   per  la  medesima   funzione 
esiste  il  limite  del  rapporto  (a).  Esso  diventa: 


1  1  1    /  1  \ 

sen^  -T-, 2  sen^  -.-       2  sen^  r,  .     1—4  cos^  ^r-r 

2  h  II  2h\  2  II/ 


lì 


2sen-^^(l  +  2cos    [) 


e  per  //  —  0  questa  espressione  ha  limite  indeter- 
minato ;  essa  oscilla  fra  —  ce  e  -}-  oo . 

È  notevole  quindi  che  mentre  per  il  caso  in  cui 
esista  la  derivata  seconda,  i  limiti  di  (a)  (b)  sono 
(^^uali,  se  la  derivata  non  esiste  i  limiti  delle  espres- 
sioni (a)  (h)  possono  essere  tra  loro  diversi. 

Consideriamo  ancora  il  seguente  altro  esempio 
(Stolz,  Grandziiqe  der  Diff.  und  Int.  Redi.,  voi.  I, 
p.  IK^): 

Si  definisca  la  funzione  : 


J\^. 


=  Co  -\-  c\  X  -\-  l c\,  -j-  X  se\i        I  x' 


colla  ipotesi /(())  =  Co-,  Questa  funzione  Ita  la  deri- 
rirata  prinìd,  iìxi  manca  de/fa  drrirrfta  seconda,  come 
è  facili'  \  t'iilicarc. 
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Intanto  il  limite  del  rapporto  («),  cioè: 

2  Co  h-  -\-  8  h^  sen  t^-t  —  2  li^  sen  -7- 
,.  21  2  II  II 
lim ^ — r^^ 


esiste  ed  è  eguale  a  2  c^. 

Su  questo  argomento  si  può  vedere,  oltre  il  Dini 
citato,  Kaf^ack,  Matli.  Ann.,  voi.  XXIII,    p.  200 -, 
Peano,  Rivista  di  mat.,  voi.  II,  p.  82. 

derivabilitX  indefinita  deixe  funzioni 
e  formola  di  taylor- maclaurin. 

§.  "73. 

Il  problema  della  sviluppabilità  in  serie  di  Taylor 
di  una  funzione  è  uno  dei  più  importanti  del  Cal- 
colo differenziale. 

Supponiamo  data  una  funzione  f{x)  definita  in 
tutto  un  tratto  da  x  =  a  sino  ad  x  =  a-\- H.  A  quali 
condizioni  deve  essere  sottoposta  la  funzione  f{x) 
perchè  il  valore  f{a  -\-  li)  per  ogni  h  <  H  sia  espresso 
dalla  serie  : 

2  -jjf^a)/!-? 
»=o  fi- 

Come  si  vede,  perchè  questo  si  verifichi,  non  solo 
è  necessario  che  questa  serie  sia  convergente,  ma 
che  il  suo  valore  sia  f{a-\-h).  In  seguito  daremo 
un  esempio  pel  quale  la  serica  è  óonvergente,  ma 
il  suo  valore  non  Qf{a-\-h). 

Supposta   la  sviluppabilità   in  serie  di  Taylor 
ne  vengono  le  seguenti   conseguenze,    che   si  pos- 
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sono  ricavare  dai  noti  teoremi  sulle  serie  di  po- 
tenze : 

1.0  Per  ogni  h<^H  la  derivata  r"^^  ài  f  (x)  in 
un  punto  a-[-h^  è  anche  sviluppa])ile  in  serie  di 
Taylor. 

2.0  Se /(a-}- A)  è  sviluppabile  in  serie  riferita 
al  punto  a  (diremo  che  una  serie  di  Taylor  é  ri- 
ferita al  punto  a,  quando  nei  vari  termini  dello 
sviluppo  compariscono  le  derivate  di  /  prese  nel 
punto  a)  la  serie  che  si  ottiene  mutando  //  in  —  li 
ò  anche  convergente,  ma  non  possiamo  dire  che 
il  suo  valore  sia /(a  — A). 

3.0  Se  si  sa  che  f{a-\-H)è  sviluppabile  in  serie 
di  Taylor,  e  che  quindi  la  serie  : 

l^f^-Ka)H- 

è  convergente  e  ha  per  valore  f{a-\-H),  si  può 
dedurre  che  la  stessa  serie  per  un  \h\<^\H\  è  an- 
che convergente,  ma  non  si  può  dedurre  che  il  suo 
valore  sia  /(«  +  A)- 

4.0  Se/(<2  +  /0  per  ogni  /i<//  è  sviluppabile 
in  serie  di  Taylor  riferita  al  punto  a,  sarà  per  gli 
stessi  valori  di  h  sviluppabile  in  serie  riferita  ad 
un  altro  qualunque  punto  fra  a  q  a  -\-  li  p.  es. 
a-\-k  dove  sia  \k\<_\h\. 

5.^  Di  qui  si  ricava  che  devono  necessaria- 
mente esistere  ed  essere  finite  tutte  le  derivate  di 
qualunque  ordine  finito  della  funzione /(a?)  in  un 
qualunque  punto  a;  (^om/trcso  (Va  a  e  a -{-II.  Pcn» 
ciò  non  toglie  che,  ci'csccn.lo  all' iiiliiiibi  r.trdiiif 
di  derivazione,  il  valore  della  derivata  stessa  di- 
venti oo  ;  (Moè  che  lini /<")  (.t)  =  00 . 
»=» 
Pascal.  «) 
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6."  Si  ricava  ancora  che  la  serie  : 

"ì -\  f^^^  (x)  k'^' 

dove  a<C3e-\-k'  <  H,  deve  essere  convergente  per 
ogni  X  e  k'  soddisfacenti  all'indicata  limitazione. 


§•  '74. 

Per  la  sviluppabilita  in  serie  di  Taylor,  abbiamo 
detto  nel  §.  precedente  che  è  necessario  che  la 
f  (x)  abbia  Jinite  \e  derivate  di  qualunque  ordine 
finito  per  un  qualunque  x  dell'intervallo. 

Il  Lagkange  (Oeiwres  complètes,  voi.  IX,  p.  (io; 
voi.  X,  p.  72)  avea  creduto  che  questa  fosse  una 
c<ui(lizi(tn('  anche  sufficiente;  ma  il  Cauchy  (Lecons 
sur  le  Calcili  infinit,  (182.S)  p.  152,  (1820)  p.  105)  trovò 
per  il  primo  un  esempio  in  cui,  pur  essendo  finite 
le  derivate,  non  si  ha  la  sviluppabilita. 

L'esempio  di  Cauchy  ò  quello  della  funzione  che 
per  X  =0  è  zero  (»  per  x  divers<ì  da  zero  è: 

_  1 

f{x)  =  e    "''\ 

Noi  vogliamo  sviluppare  qui  i  «Uittagli  di  questo 
esem[)io,  e  riserbiamo  al  prossimo  §.  le  osservazioni 
che  sono  state  fatte  ad  tsso. 

Essendo  zero  il  limile  dei  valori  della  l'unzione 
per  x^(\  si  ha  cIhì  la  J'(x)  risulta  ima  lìmzioue 
continua  anche  per  ;r      (). 

l'isaiinniamo     le    sikitssìnc     dcrixab!    della    l'im- 

Zioiie    /■(■./'). 
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Per  un  x  diverso  da  zero  si  ha  : 


2      x' 
2.3   .   2.2^    ""' 


r(^)=l--T-+-^l^ 


e   queste    derivate   sono   tutte    finite;  per  a?  =  0  le 
derivate  sono  : 


1 
e  sviluppando  e^'  in  serie  si  ha: 

l  1 


/'  (0)  =  lini 


Cosi: 


^  //•-'    ^  2  !  h'  ^ 

lim =  0 . 

h-d  ,,1,1        , 


r(.i)  =  iim-^:i^-^-i^' 

=  lim  2  e  ^ 

A-o  — r-. —  =  U  . 


Anal(ìi:'Ji'^"'nte  si   trovereliWc    /^"' ('>)  ~  (>.  Dunque 
nel    ])unto    zer<ì    sono   zercì    tutte    le   derivale  d(dla 
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funzione  5  se  si  forma  quindi  lo  sviluppo  di  Taylor 
della  funzione  riferito  al  punto  zero,  un  tale  svi- 
luppo si  presenta  con  tutti  i  suoi  coefficienti  zero. 

1 

È  evidente  allora  che  la  funzione  e  ''''  non  potrà 
svilupparsi  in  serie  di  Taylor  ordinata  secondo  le 
potenze  ascendenti  di  x. 


La  legittimità  o,  dirò  cosi,  la  purezza  dell'esem- 
pio contenuto  nel  §.  precedente  è  stata  oppugnata 
da  qualche  Autore,  in  quantochè  si  è  detto  che 
per  quell'esempio  il  valore  della  funzione  nel  punto 
zero  non  è  dato  dalla  stessa  formola  che  dà  i  va- 
lori della  funzione  negli  altri  punti,  ma  é  dato  da 
una  nuova  ipotesi  che  noi  siamo  costretti  ad  ag- 
giungere alla  formola  analitica  che  rappresenta  la 
funzione,  perché  quella  formola  analitica  diventa 
illusoria  per  a:  =  0. 

Ora  a  tutto  rigore,  e  volendo  dare  al  concetto  di 
funzione  tutta  l' estensione  che  gli  si  suole  ora 
dare,  questa  non  è  un'ol)l)i(;zione;  però  ò  oppor- 
tuno trovare  un  altro  esempio  in  cui  non  possa 
più  aver  luogo  un'obl)iezione  del  genere  indicato, 
acciocché  non  si  possa  credere  che,  restiin-viido 
il  concetto  di  funzione,  (intendendo  p.  es.  per  fini- 
zioni, quelle  i  cui  valori  devono  essere  sempre  rap- 
prescmtati  dalla  medesima  formola  analitica),  l'esi- 
stenza delle  derivate  finite  basti  per  conchiudere 
la  sviluj)pabilità  in  serie  di  Taylor. 

Il  seguente  esempio  trovato  da  Du  Bois  Rkymcìnd 
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{Mat/ì.  Ann.   voi.  XXI,  p.  HI)   dissipa   anche  que- 
sto dubbio. 
Sia: 

dove  Op  sono    delle  quantità   tendenti   a   zero    per 
p  =  oc;  p.  es.  : 

1 

ap  =  -^• 

La  serie  del  secondo  membro  é  convergente  per 
ogni  x^  perchè  i  suoi  termini  sono  inferiori  a  quelli 
della  serie  convergente  : 

00       A 

T2p\' 

Le  derivate  di  qualunque  ordine  di  questa  fun- 
zione hanno  sempre  un  valore  finito  ;  ma  essa  non 
è  sviluppabile  in  serie  di  Taylor  riferita  al  punto 
x  =  0. 

Troviamo  le  derivate  n"^^  dei  termini  di  cui  si 
compone  il  secondo  membro  di  f(x). 

Poniamo  : 

x'p x'p-^  i 1^ l ) 

x^  +  a^p  ~     2     \x -\- i  dp^  X  —  i  ap\ 

dove  i=|/  —  1,  e  applichiamo  a: 
a?2i>-i.       ^ 


a?±  J  a, 


■V 

la  formola  di  Lkibnitz  sulla  derivazione  di  un  prò- 
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dotto.  Abbiamo  cosi 


=  n\  {— \y' x'^P-'^^' A 


d  x^^x±  i  ap 
dove  I  ponendo  —zr~- —  =  ì  )  • 


^^      ^  [.2...n 


Di  qui  si  ha: 


dove  : 

r=o  1  .  ^  .  .  .  r 

Intanto  si  ha: 

w-fl— r 


\x-\-ia^)  '^[x  —  iop) 

=  2(s4^)    '     -s((«  +  l-r,arctg'|). 

[Questa  ibrmola   si   dimostra  subito  osservando 
che: 

cos(arctg^)  =  (^^,,) 

1 
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e  che  in  conseguenza  della  l'orniola  di  Moivre,  può 
scriversi  : 

cos  [{n  -|-  1  —  r)  0)]  =  cos  n+^-'>'  w  -- 

—  (n-{-ì~-  r\  cos"-^-*'  0)  sen^  w  -f-  ecc.] 

Ma  il  secondo  membro  dell'  ultima  formola  per 
qualunque  x  reale  si  conserva  sempre  minore  di  2; 
quindi  possiamo  dire  che  : 

d»'       x^p 
dx^  x^  4"  ^^P 

per  qualunque  n  e  j)  è  sempre  minore  in  valore 
assoluto  di: 

n  !  x^p-r^-^  [  1  +  (2/)  -  1)  +  C^/^-lHIiLTll)  _^ 

(2p-ì)...{2p-n)] 
"^••'  1.2... n  J' 

che  a  sua  volta  per  un  indice: 

2p>n 

ò  minore  [ponendo  in  luogo  di  ciascuno  degli 
//  -|-  1  termini  della  parentesi  la  quantità  maggiore 
(■lp-ì)...{2p-n)]  di: 

n ! a;-V-'i-2  [(2y>  —  i),,,(2p  —  n)-^ 

+  (2/>-l)...(2y)-n)  +  ...] 
cioè  di  : 

(ai+  1)  !  (2p  —  1)  (2/>  -  2) . . .  (2/)  -  n)  x'p-'^-^  • 
per  modo  che  : 

2/)!      ^f ;r^  x'  +  a'^p 
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è  minore  di: 


»  +  l!       ,.,. 


2p  2p  —n~ì  ! 

che  per  p  =00  converge  a  zero. 

Onde  possiamo  dire  che,  se  formiamo  la  serie 
delle  derivate  n"^^  dei  termini  della  serie  data,  si 
potrà  sempre  trovare  un  indice  p  (basta  prendere 
2jo>n;  tale  che  per  esso  e  per  tutti  gli  altri  ad 
esso  maggiori,  i  termini  di  una  tal  serie  delle  de- 
rivate sieno  minori,  a  cominciare  dal  /)"*''  in  poi, 
in  valore  assoluto  dei  termini  della  serie: 
(n-\-  i)!^Y    i        ^^2p-»-2 

che  è  una  serie  convergente;  dunque  la  serie  delle 
derivate  n"^^  è  una  serie  ccjuiconvergeiite  ;  per  un 
teorema  sulla  derivazione  per  serie  che  si  può  fa- 
cilmente adattare  al  caso  nostro,  si  ha  perciò  che 
la  derivata  ti"'"  della  serie  data  è  eguale  alla  serie 
delle  derivate  n""' \  dunque  la  serie  data  è  deriva- 
bile termine  a  terniinc  qualunque  numero  di  volte 
si  voglia.  Il  risultato  resta  vero  anche  per  a:  =  0. 
Esistono  dunque  e  sono  finite  le  derivate  di  f{x) 
di  qualunque  ordine  e  per  qualunque  x. 

Intanto  si  può  far  vedere  che/(ar)  non  è  svilup- 
pabile in  serie  di  Taylor. 

Infatti,  sviluppando  il  secondo  membro  di  f{x) 
colla  formola  binomiale,  noi  potremo  avere  una 
espressione  ordinata  secondo  le  potenze  ascen- 
denti di  X. 

Avendosi  : 

x^p      _  V  (—  1)*^  a?2p+29 
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si  avrebbe  per /(a:)  l'espressione: 

che,  ordinata  secondo  le  potenze  ascendenti  di  a?, 
(là,  ponendo  jo -|- 7  =  r : 

I  (—  1)^+1  x^   i  ^ 


Ora  si  può  far  vedere  che  per  qualunque  x,  que- 
sta è  una  serie  divergente,  e  quindi  non  rappre- 
senta /  {x)  che  perciò  non  può  svilupparsi  in 
serie  ordinata  secondo  le  potenze  ascendenti  di  x. 

Giacché  abbiamo  detto  che  le  ap  sono  quantità 
tendenti  a  zero;  dunque  qualunque  sia  Vx  dato, 
piccolo  finché  si  vuole,  si  potrà  sempre  trovare  un 
indice  x  tale  che  ai  ai-\.\  ai-\.2 . . .  sieno  tutte  mi- 
nori di  X. 

Allora  la  somma  precedente  la  possiamo  scri- 
vere cosi: 

r=l—\  p=r  1 

r=l  p=l  2/)!ap2r-2p-f2  ^ 

r=oo  p=>— 1  i 

^  r=:>  ^  p=l     2/)!ap2r-2p+2^ 

00  p=r  I 

+     ^     (-l)r4-lx'2r     V 


r=r  p=À  2/>!ap2r-2p-H2 

Il  primo  di  questi  sommatori  doppi  é  evidente- 
mente una  quantità  finita,  perché  somma  di  un  nu- 
mero finito  di  termini.  Il  secondo  rappresenta  an- 
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che  una  serie  convergente,  perchè  esso  può  scri- 
versi : 

r=i  p=i\  ap  I    o}p  2p\ 

p=ìap'  2p\  v=-r  \ap) 

oc 
Essendo —  <1  per   qualunque  p  fra   1  e  x  — 1, 
cip 

la   serie   rappresentata   dal  1  interno   è  una  serie 

convergente,  e   quindi   tutta    l'espressione  diventa 

una   combinazione   lineare    di  x  —  1  serie  conver- 


genti. 


L'ultimo  sommatorio  invece  rappresenta  una  se- 
rie   divergente.    Perché   esso   può  scriversi  : 

r=i  p^i  \  ap  /     ap'   '2p\ 

Essendo  ay  maggiore  di  ax-^i  rt/f2...  il  termine 
generale  di  questa  serie  è  certamente  maggiore  in 
valore  assoluto  di: 


1     /  X    \^r     r      ap'^P 

a/2  \ax  /    p~x  2  p\ 


p=X  '^p\ 

che,   come    si   vede,   non   può   tendere  a  zero  per 

ce 
r  =  cc^  anzi  tende  ad  oo  perchè  —7-  è  una  quantità 

r 

maggiore  di  i,  e  inoltre  il    2l    risulta  della  somma 

p=\ 

di  tanti   termini   tutti    positivi,  e    quindi  non  può 

convergere  a  zero. 
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Perciò  con  più  ragione  possiamo  alTermare  che 
il  termine  generale  della  serie  in  quistione  non 
converge  a  zero  ma  all'oc,  e  la   detta  serie   è  di- 


Diamo  ora  un  esempio  di  funzione  per  cui  la 
serie  di  Taylor  corrispondente,  converge,  ma  non 
rappresenta  il  valore  della  fimzione,  eccettuati  al 
massimo  alcuni  punti  in  numero  infinito. 

Colle  considerazioni  riportate  nel  §.  74  pos- 
siamo già  assegnare  un  siffatto  esempio;  infatti  la 
funzione  : 

1 

dove  si  suppone  che  cp  {x)  sia  sviluppabile  in  serie 
di  Taylor  nell'  intorno  del  punto  a?  =  0,  é  di  tale 
specie;  perchè  se  formiamo  la  serie  di  Taylor  colle 
derivate  successive  ài  f  (x)  nel  punto  a?  — 0,  ab- 
biamo una  serie  il  cui  valore  per  ogni  x  non  è 
f(x)^  ma  cp  (a?);  ciò  in  forza  di  quanto  abbiamo  di- 
mostrato nel  citato  §.  74. 
Un  altro  esempio  è  quello  della  funzione: 

f{x)=l  ^    y        "    -^       (a>l) 
0       r!      a— 2'-  +  x^ 

considerata    da   Pringshklm   (Miinchener   Bericlite, 
1892,  p.  222). 

La  serie  del  secondo  membro  converge  assola- 
tamente per   ogni  x^    perchè   i   suoi   termini  sono 
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minori  di  quelli  della  serie: 

che  é  una  serie  convergente. 

Esaminiamo   la   serie  delle  derivate  ri'"^  dei  ter- 
mini della  serie  data. 

Si  ha  identicamente: 

e  quindi: 


(X  H-  a-^  i>+i      (x  —  a-"-  «y +J  J  ■ 

Le  due  quantità  complesse  coniugate  del  secondo 
membro  hanno  il  medesimo  modulo  che  è: 


(x2+a2r) 


2 


e  quindi,  essendo  il  modulo  della  somma  minore 
della  somma  dei  moduli,  ed  essendo  d' altra  parte, 
reale  il  primo  membro,  possiamo  dire  che  : 

d""        a-"-  ,  1 


ni 


Si  vede  dunque  che  la  serie  delle  derivate  n^'^  dei 
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termini  della  serie  data  ha  i  suoi  termini  minori 
dei  termini  della  serie  : 

n\l  -i- [«(»+!)] ^ 

che  è  una  serie  convergente;  perciò  la  serie  delle 
derivate  71^*^  è  equiconver gente,  e  rappresenta  la 
derivata  ti»""  di  /  (x). 

Dunque  per  ogni  x  la  derivata  di  qualunque  or- 
dine di  f(x)  è  finita. 

Per  a?  =  0  la  derivata  n^^^  di  un  termine  qualun- 
que è  (come  risulta  dalla  formola  precedente): 


Li)      n  !  a^<«+i)  (1  —  (—  1  )«+!) 


cioè,  per  n  =  dispari  la  derivata  /i"*«  di  qualunque 
termine  è  zero,  e  per  n  =  pari  la  derivata  /i""*  del 
termine  r"'^  è: 

(-1)  ^  r^!rt('^+l)^ 

La   derivata  n'""  di /(a:)  nel  punto  ^  =  0  è  per- 
tanto zero  per  n  dispari  ed  è: 


o  T  ! 


per  n  pan. 

Formiamo  orala  serie  di  Tayi.oh  riferita  al  punt< 
.r  =  0,  cioè  la  serie  (ponendo  n  =  2/,): 


(.r)=:  2  (-1)^6-""+' a;". 
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Questa  è  una  serie  convergente  yjerchè  è  facile 
riconoscere  che  il  rapporto  di  un  termine  al  pre- 
cedente ha  per  limite  zero. 

Ma  essa  non  può  rappresentare  il  valore  di  /(a?), 
perchè  si  può  dimostrare  che  /  (x)  non  è  svilup- 
pabile   in  serie  di  Taylor  attorno  al  punto  x  =  (). 

Quest'asserzione  si  può  dimostrare  mediante  la 
teoria  delle  funzioni  analitiche  di  varialnli  com- 
plesse, perchè  si  può  osservare  che,  se  si  intende 
la  funzione  f(x)  estesa  al  piano  complesso,  in  un 
qualunque  intorno  del  punto  zero  nel  piano  com- 
plesso esistono  sempre  punti  in  cui  la  f{x)  diventa 
infinita.  (La /(i?^)  diventa  oo  nei  punti  x^ia-"^''). 

Stando  nei  limiti  delle  variai)ili  reali  il  Pringsheim 
(Math.  Ann.  t.  42.  p.  102)  ha  cercato  di  dimostrare 
la  impossibilità  della  relazione  /  {x)  =  cp  {x)  per 
ogni  a?,  non  partendo  però  dalla  funzione  /  (.r) 
quale  l'abbiamo  data  sopra,  ma  da  un' altra /(.r) 
assai  simili^  Però  alla  dimostrazione  del  Phin(;sukim 

si  pu(')  osservare  che  essa  vale  per  a  ^  I     _     j  , 

mentre  ch(3  il  fatt(ì  sussiste  per  ogni  a^  \. 

Noi  non  insisteremo  p(^rò  su  (juesta  discussione. 

Vogliamo  notare  solo  che,  se  formiamo  la  fun- 
zione : 

F(a:)=/(.r)-cp(;r), 

al)biamo  l'esempio  di  una  funzione  che  per  x  =  0 
è  zer<i,  e  ha  zero  tutte  le  d<'rivat<i  di  ((uaiun(|ue 
ordine;  e  ch(^  pure  non  •'•  una  riiiizionc  idcntica- 
nH!nte  zero. 

Oii('s!;i  ossoi'va'/innc  ('  iiiipoi't.mtc  iicitIk''  il  I>a- 
«.HANdi';  nel   \'  capitalo  iNdla  sua   '/'/if-orir  drs  Jone- 
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iions  analfitiques,  (Oeiwres  complèies,  t.  IX,  p.  63) 
aveva  creduto  che  una  funzione  continua  che  si  an- 
nulli per  un  valore  della  variabile,  insieme  a  tutte 
le  sue  derivate  <li  qualunque  ordine,  dovesse  iden- 
ticamente annullarsi  per  qualunque  valore  della 
variabile. 


§.  •7'r. 

Se  applichiamo  le  analoghi;   considerazioni  l'atte 
nel  i^.  precedente  alla  funzione: 


troviamo  che  anche  questa  è  una  l'unzione  sempre 
finita  per  ogni  .r,  e  ha  le  derivate  sempre  finite. 

Intanto  la  serie  di  'r.wr.ou  corrispondente  sarebbe 
(fa(^endo  calcoli  perfettamente  analoghi  a  quelli 
del  §.  precedente): 


l(-lf&' 


che  è  una  serie  divergenti;,  perchè  il  rapporto  di 
un  termine  al  prer^edente  può  crescere  oltre  Qgni 
limite-,  perciò  questa  serie  non  può  certamente  rap- 
presentare il  valore  delta  runzionc  per  ogni  x. 

Si  ha  cosi  un  altro  esenq)i(ì  analogo  a  quello  di 
Du  Bois  Rkvmom)  trattato  nel  §.  75  e  più  sempli<*e 
di  (piello. 
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§.  7^8. 

Poiché  le  funzioni  date  precedentemente  dipen- 
dono dal  quadrato  di  a?,  e  non  dalla  semplice  x,  i 
risultati  restano  inalterati  mutando  sempre  +  x 
in  —  X.  Quindi  possiamo  dire  che  le  conclusioni 
dei  §§.  precedenti  si  possono  riferire  allo  sviluppo 
della  funzione  sia  alla  destra  che  alla  sinistra  del 
punto  x  =  0.  Sia  a  destra  che  a  sinistra  quelle  fun- 
zioni sono  continue  e  hanno  derivate  finite,  e  da 
ambo  le  parti  non  é  possibile  per  esse  la  svilup- 
pabilità  in  serie  di  Taylor. 

Ora  vogliamo  mostrare  un  altro  esempio  in  cui 
la  funzione  è  continua  solo  da  una  parte  dei  punto 
a?  =  0,  e  non  dall'altra. 

Il  Pringsheim  propone  il  seguente  esempio  (Math. 
Ann.,  voi.  XLII,  p.  161;  voi.  XLIV,  p.  41): 

/  (.T)  =  1  ^— ,^  J-- {a  >  1). 

Per  un  x  positivo  si  possono  su  questa  funzione 
fare  considerazioni  analoghe  a  quelle  fatte  per  la 
funzione  del  §.  70  cui  questa  rassomiglia  moltissimo. 

Si  trova  che  le  derivate  destre  di  ordine  n  di 
questa  funzione  sono: 

/r«>)(-j-0)  =  (— l)"n!e-«" 
e  che  lo  sviluppo  di  Tayi.ok  : 


00  /     I     \" 
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sebbene  convergente,  pure  non  rappresenta  il  va- 
lore della  funzione,  perché  questa  non  è  svilup- 
pabile in  serie  di  Taylor  come  potrei )be  vedersi 
con  considerazioni  analoghe  a  quelle  del  §,  prece- 
dente. 

Invece  per  un  x  negativo,  la  f{x)  non  è  continua 
nel  punto  zero,  perchè  essa  diventa  infinita  in  tutti 
gli  infiniti  punti  a?  =  —  a— v,  di  cui  ne  esiste  un  nu- 
mero infinito  in  qualunque  intorno  a  sinistra  pic- 
colo a  piacere  del  punto  zero. 

§■  '?Q. 

Raccogliamo  in  questo  §.  altri  esempi  di  funzioni 
non  sviluppabili  in  serie  di  Taylor. 
Le  (hie  funzioni: 

00 

/i  {x)  =  1  ak  cos  k  X 

0 

00 

fi  (^)  =  ^  dk  sen  k  X 

0 

dove  sia  p.  es.  : 

non  sono  sviluppabili  in  serie   di   Taylor   nell'in- 
torno   del    punto   a?  =  0   (Pringshklm   Math.    Ann., 
voi.    XLIV,    p.    il,    §.2;    Du    Bois   Reymond,  Ma^//. 
Ann.,  voi.  XXI,  p.  117,  §.  9). 
La  funzione: 

/(.c)=  S  a^  x^' 

«love  \a\  <  1,  non  è  sviluppabile  in  serie  nell'intorno 
Pascal.  10 
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del  punto  x  =  ziz[  (Mittag  Leffler,  Ada  Matli., 
voi.   XV,  p.  271)j. 

Vogliamo  poi  finalmente  notare  che  si  possono  an- 
che trovare  esempi  di  funzioni  che  non  solo,  come 
negli  esempi  precedenti,  non  sono  sviluppabili  in 
serie  di  Taylor  nell'  intorno  di  un  determinato 
punto,  ma  neppure  lìoìVmiovno  ài  qualunque  punto 
di  un  intervallo  finito. 

Noi  sappiamo  che  se/(^-[-A)  si  può  sviluppare 
in  serie  di  Taylor  riferita  al  punto  a?,  si  potrà  svi- 
luppare ancora  in  serie  di  Taylor  riferita  a  qua- 
lunque altro  punto  fra  a?  e  a?-}- /?  (v.  §.  73).  Natu- 
ralmente se  la  prima  sviluppabilità  non  esiste,  la 
seconda  potrà  esistere  e  non  esistere. 

Il  Du  Bois  Rkymond  si  è  occupato  di  trovare  un 
esempio  al  proposito.  (Math.  Ann.,  voi.  XXI,  p.  10, 
§.  8). 

Si  trova  una  funzione  definita  insieme  a  tutte  le 
sue  derivate  in  tutto  il  tratto  da  —  1  +  1,  eppure 
non  sviluppabile  mai  in  serie  di  Taylor  nell'  in- 
torno di  qualunque  punto  di  questo  tratto. 

§  so. 

Stante  l'importanza  dell'argomento,  vogliamo  qui 
esporre  la  ricerca  di  pRiNr.suKiM,  (Math.  Ann., 
voi.  XLIV,  p.  57)  riguardante  la  condizione  ne- 
cessaria e  sufficiente  perchè  si  abbia  la  sviluppa- 
bilità di  una  funzione  in  serie  di  Taylor  in  tutto 
un  intervallo. 

I)oi)biamo  perciò  premettere  un  teorema  gene- 
rale sulla  teoria  delle  s(TÌe. 

Si  sa  dagli  (dementi  del  (ilaleolo,  cho,  se  una  se- 
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rie,  i  cui  termini  sieno  funzioni  continue  di  una  o 
più  variabili,  è  equiconvergente  per  tutti  i  valori 
(Ielle  variabili  compresi  in  un  certo  campo,  allora 
essa  e  una  funzione  continua  delle  variabili  in  tutto 
quel  campo. 

La  equiconvergenza  della  serie  non  ò  però  una 
«'(indizione  necessaria  per  la  continuità,  ma  solo 
s  affi  dente  ;  per  modo  che  il  teorema  reciproco  non 
sussiste. 

Noi  infatti  nei  §§.  precedenti  abbiamo  potuto  dare 
esempi  di  serie  che  sono  funzioni  continue  delle 
variabili,  senza  essere  serie  equiconvergenti. 

Se  però  i  termini  della  serie  abbiano  valore /)Ost- 
tivo  per  qualunque  sistema  di  valori  delle  varia- 
l)ili  compresi  nel  campo,  allora  il  teorema  reci- 
proco è  anche  vero. 

Propriamente  : 

Si  abbia  una  serie  assolutamente  convergente  in 
tatto  un  campo,  (compresi  gli  estremi): 

00 

1  Un  {Xi  X.,  .  .  .)  , 
0 

/"  cui  termini  sieno  funzioni  continue  delle  varia- 
bili, e  la  serie  dei  valori  assoluti: 

00 
l\Un\ 

sìa  una  funzione  continua  delle  variabili;  questa 
seconda  serie,  e  quindi  anche  la  prima,  è  una  serie 
equiconvergente. 

Immaginiamo  un  jìunto  del  (?amp(ì  di  coordinate 
a?i^a'--  I"  quesin  |iiiiii()  la  serie  dei  valori  asso- 
luti   è    convergente^    e    (juindi,  dato  a,  |)uò  sempre 
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trovarsi  un  indice  n  in  modo  che  sia; 

Rn  (  >-i  ^2  •  •  •)<  <J 

indicando  con  R  il  resto  della  serie  dei  valori  as- 
soluti. D'altra  parte  essendo  : 

Rn=2\Un\  —  ^    \Un\ 
0    '        '  0     '        ' 

ed  essendo  per  ipotesi,  il  primo  termine  del  se- 
condo membro  una  funzione  continua  di  a?,  come  an- 
che il  secondo  termine  del  secondo  membro,  perchè 
somma  di  un  numero  finito  di  funzioni  continue, 
si  ha  che  Rn  {x)  è  una  funzione  continua  delle  a?,  e 
quindi  possono  sempre  trovarsi  dei  valori  finiti  e 
diversi   da  zero  h^  /l,  ...  in  modo  che  sia  : 

Rn{x,ztz9Ji,...)  —  Rn.{x,...XG 

per  qualunque  sistema  di  valori  delle  0,  . . .  com- 
prese fra  0  e  1. 

Combinando  colla  precedente  disuii'uaglianza,  ot- 
teniamo: 

Rn(x^±9Jt,...)<:2a', 

e  osservando  che  Rn  risulta  di  termini  tutti  posi- 
tivi, possiamo  anche  conchiudere  che,  dato  a,  si 
pu(')  sempre  trovare  un  indice  n  e  un  sistema  di 
vaioli  A,  A....  cioè  un  intorno  del  punto,  in  modo 
ch(^  sia  : 

Rn-\-.(x,  ±.9J(,...)<2a 

qualunque  sia  il  valon;  di  '^  purché  positivo,  e  (jua- 
huKjue  sieno  le  0,  0.^...  purché  comprese  fra  0  e  I. 
l^er<'»  variando    a  non    snìo  varia  n,   ma    variano 
aiLcke  le  li. 


Ricerea  di  Prinf/s/ieim.  149 

Ad  ogni  0  coi'i-ispondera  certamente  un  valore  di 
n  e  im  sistema  di  valori  delle  /i;  ma  vi  potrebbero 
corrispondere  parecchi  valori  per  la  ri  e  in  corri- 
spondenza parecchi  sistemi  di  valori  per  le  h. 

Partiamo  allora  da  uno  qualunque  dei  punti  del 
supposto  campo  di  convergenza  assoluta  della  se- 
rie, e  per  esso  troviamo  l'indice  n  e  le  quantità  /i 
che  determineranno  un  certo  iniorno  di  quel  punto. 

Consideriamo  un  punto  estremo  di  quest'm^orno, 
e  ripetiamo  rispetto  ad  esso  la  stessa  considera- 
zione: si  troverà  un  nuovo  indice  n  e  un  nuovo 
intorno,  che  sarà  una  continuazione  del  primo  ; 
quello  fra  i  due  indici  n  che  sarà  il  maggiore,  varrà 
evidentemente  per  ambedue  quegli  intorni  ;  quindi 
possiamo  conchiiulere  che  si  può  trovare  un  n 
unico  tale  che  per  tutti  i  punti  del  campo  totale 
costituito  dalla  somma  dei  due  intorni  sopra  co- 
struiti, sia  sempre  /i?/,-fv<2a  qualunque  sia  v  po- 
sitivo, e  qualunque  sia  il  punto.  Cosi  continuando, 
si  può  sempre  fare  in  tal  maniera  la  ricerca  dei 
singoli  campi  parziali,  da  giungere  a  riempire  tutto 
il  campo  totale  con  un  numero  finito  di  campi  par- 
ziali. 

Infatti  se  si  potesse  continuare  indefmitivamente 
l'indicato  procedimento,  e  quindi  trovare  infiniti 
rampi  parziali,  vi  sarebbero  anche  infiniti  punti 
che  funzionano  da  centri  di  tali  campi,  e  questi 
infiniti  punti  dovrebbero  ammettere  almeno  un 
punto  limite  : 

A  questo  punto  .i'  apparterrà  anche  un  intorno 
colla  solita  proprietà,  e  un  indice  n\ 
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Inoltre  per  la  sua  stessa  natura  di  punto  limite, 
in  questo  intorno  esisteranno  inlìniti  punti,  centri 
di  campi  parziali  ;  sieno  : 

x(k)  =i  {x,(^)  x.<^) .  .  .) 


Per  la  stessa  ipotesi  che  dà  luogo  all'  esistenza 
di  tutti  questi  punti  è  naturale  che  il  campo  par- 
ziale attorno  x^^'^  non  comprende  i  punti  a?'^+^^ . . .  x'\ 
ma  invece,  avendo  presente  la  proprietà  del  co- 
struito campo  parziale  relativo  ad  x',  si  vede  che 
alterando,  al  massimo,  il  valore  dell'indice  n(^>  re- 
lativo ad  x(^\  si  può  trovare  un  intorno  entro  cui 
sieno    compresi   tutti   quanti   quegli  infiniti   punti. 

Infatti  se  per  valore  dell'indice  n  relativo  ad  xC^^ 
prendiamo  quello  trovato  per  il  punto  x\  cioè  pren- 
diamo n\  allora,  poiché: 

Rnf  {x(^^'))  <  2  a 

Rn'  {X(^^'^>)  <  2  a 


si  ha  che  tutti  i  punti  : 

possono  racchiudersi  nell'intorno  relativo  ad  x^'^K 

Si  vede  c;)si,  che  alterando  la  costruzione  che 
per  avventura  fosse  stata  già  fatta,  si  potrà  sempre 
sostituire  un  unico  campo  parziale,  ad  infiniti  di 
essi;  e  quindi  distruggere  il  supposto  punto  li- 
mite x'. 

Ripetendo  questo  processo  per  tutti  i  punti  limiti, 
resta  dimostrato  l'assunto. 
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Cosi  tutto  il  campo  totale  resta  diviso  in  un 
numero  Jìnito  di  campi  parziali  ad  ognuno  dei  quali 
corrisponde  un  indice  n  ;  il  maggiore  di  tutti  sia  .V; 
esso  evidentemente  varrà  per  tutti  i  campi  parziali, 
e  quindi  per  tutto  il  campo  totale;  concludiamo 
[)crciò  che,  dato  o,  si  può  sempre  trovare  un  indice 
N  in  modo  che: 

RnÌx) 

per  un  qualunque  x  del  campo  assegnato  sia  sempre 
minore  di  2  g  ;  di  qui  si  ricava  la  equiconvergenza 
della  serie  dei  valori  assoluti,  e  quindi  di  quella  data. 

Di  questo  teorema  ci  interessa  un  corollario. 

Essendo  Rn(x)  composto  di  termini  tutti  positivi, 
con  più  ragione  ciascuno  di  essi  sarà  minore  di  2  o, 
e  ciò  per  qualunque  punto  x  del  campo;  dunque: 

Nelle  stesse  ipotesi  del  teorema  precedente  si  può 
sempre  trovare  un  indice  n  in  modo  die  sia: 

Un  {X)  <  2  a 

(jualunque  sia  il  punto  x;  possiamo  cioè  dire  che 
in  una  serie  assolutamente  convenjente  in  tutto  un 
campo,  il  termine  generale  converge  a  zero  unifor- 
memente. 

Prima  di  terminare  questa  discussione  vogliamo 
ricavare  due  importanti  corollari  del  teorema  qui 
dimostrato. 

1.°  Se  i  termini  di  una  serie  convergente  sono 
funzioni  continue  di  un  certo  numero  di  variabili, 
e,  per  qua/un'/nc  s/sfmia  di  valori  di  queste  varia- 
bili, compresi  il»  UH  certo  campo  (gli  estremi  in- 
clusi) Iianno  sempre  valori  del  medesimo  segno,  con- 
dizione   necessaria    e  sujjficiente  per   la   continuità 
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della  funzione   rappresentata  dalla  serie,   è  che  la 
serie  stessa  sia  equieonver gente. 

2."  Se  i  termini  di  una  serie  convergente  sono 
funzioni  continue  di  una  variabile,  e  sono  inoltre 
in  un  certo  punto,  o  tutte  funzioni  crescenti  o  tutte 
funzioni  decrescenti,  per  modo  che  la  serie  dei  rap- 
porti incrementali  in  quel  punto  risulti  di  termini 
tutti  del  medesimo  segno,  condizione  necessaria  e 
sufficiente  pere/tè  in  quel  punto  sia  possibile  la  de- 
rivazione per  serie,  è  die  la  serie  dei  rapporti  in- 
crementali sia  equieonver  gente  in  tutto  un  intorno 
del  punto. 

Applichiamo  ora  il  teorema  precedente  alla  serie 
di  Taylor. 

Supponiamo  che  per  qualunque  ìt  <  //  si  abbia 
sempre  : 

0    n\ 

Scegliamo  arbitrariamente  un  limite  superiore  dei 
valori  di  li  ;  e  sia  r  <  H.  Abbiamo  allora  che  la 
precedente  relazione  sussiste  per  ogni  li  ^  r. 

Sappiamo  (v.  §.  73)  che,  come  conseguenza  neces- 
saria se  ne  ricava  che  sarà  ancora: 

/(«  +  //)  =  ?  J/(n)(«4_/,)//u 

0    n\ 
dove: 

h  =  k  +  k'  ^r<II 

e  la  serie  del  secondo  membro  è   convergente  as- 
solutamente essendo  una  serie  di  })otenze. 

Per  la  stessa  ragione  essa  sarà  una  serie  tlerivabile 
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termine  a  termine,  cioè  essendo  : 

f"  (n  4-  l,^  -  '^  fJ^±Jll  -    g/(^+/^-f/0 
/    ^(t-tli)-     ^(^a.-\-h)    ~  òk' 

si  ha  che  : 

/'  {a  +  A)  =  I  -^[^\f'"'  (^  +  ^)  ^''""^ 

e  la  serie  del  secondo  membro  per  i  medesimi  si- 
stemi di  valori  di  /e,  k'  sarà  anche  assolutamente 
convergente.  Applicando  dunque  il  teorema  dimo- 
strato possiamo  dire  che  il  termine: 

J^ 


,  /(")(a4-A:)/v'^ 


ovvero  il  termine: 

--L_fin^a-{.k)k'--l 

devono  essere  uniformemente  convergenti  a  zero  per 
qualunque  sistema  di  valori  di  k,  k'  soddisfacenti 
alla  relazione  k  -\-k'  ^r  <C  ff- 
Poniamo  : 

k  =òh 

che  soddisfano  alla  relazione: 

per  ogni  /ir^r  e  per  ogni  &  compreso  fra  Gel. 
Si  ha  allora  che: 

n  —  1  !    *^  ' 
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dece  convergere  a  zero  uniformemente  per  ogni 
h^r  e  per  ogni  &  compreso  fra  0  e  1. 

Ora  quest'ultima  espressione  moltiplicata  per  h 
non  é  altro  che  il  cosidetto  Resto  di  Cauchg  della 
serie  di  Taylor,  corrispondente  allo  sviluppo  di 
f  {a -{-/()  secondo  le  potenze  intere  positive  di  /<  ; 
indicando  quindi  con  Rn  (&,  A)  tale  resto  di  Cauchy, 
possiamo  conchiudere  c/ie  per  la  sviluppabiìità  di 
f  {a-\- II)  in  serie  di  Taylor  per  ogni  calore  di 
h-^r  <iH,  è  necessario  che  Rn{^,h)  converga  uni- 
formemente a  zero  per  tutti  i  ^  e  tutti  gli  h  soddi- 
sfacenti alle  solite  condizioni. 

D'altra  parte  se  questo  si  verifica  è  chiaro  che 
ha  kiofio  appunto  la  sviluppabiìità  per  ogni  /<,  per- 
chè allora,  fissato  un  qualunque  /^  e  fatto  anche  & 
variabile  con  n,  si  potrà  sempre  trovare  un  n  per 
cui  Rn  sia  minore  della  quantità  che  più  ci  piace,  e, 
come  si  sa  da^li  elementi  del  Calcolo,  ciò  basta  per 
conchiudere  la  sviluppabiìità. 

Possiamo  dunque  dire  cAe,  condizione  necessaria 
e  sufficiente  perchè  f{a  +  h)  sia  sviluj>pabile  in  serie 
di  Taylor  per  ogni  h<^H,  è  che  il  cosidetto  resto 
di  Cauchy: 

Rn=^  ^^[,   /") (a +  &//)//- 

sia  convergente  uniformemente  a  zero  per  ogni  & 
(compreso  fra  0  e  \)  e  per  ogni  Ii^r  <C  H. 

Vqv  h=^H  la  convergenza  a  zero  uniforme  di  Rn 
non  è  più  una  condizione /?eee6'6'ar/a  perchè  la  serie 
che  si  ottiene  per  h  =^  H  può  essere  non  assoluta- 
mente convergente,  quindi  allora  cade  il  ragiona- 
mento fatto  sopra. 
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Quella  condizione  diventa  invece  necessaria  anche 
perh--H,  se  la  serie  che.  dà  il  valore  di /(«  +  //) 
non  solo  deve  essere  convergente,  ma  deve  essere 
assolutamente  con  vergente. 

Quindi  possiamo  dire  : 

.Se  f(a-\-/i)  dece  essere  sviluppabile  in  serie  di 
Taylor  per  ogni  h  minore  o  eguale  ad  H,  e  la  serie 
corrispondente  deve  essere  assolutamente  convergente 
(indie  per  A  = //,  condizione  necessaria  e  sufficiente 
perei  ir  ei()  sia  possibile  è  che  Rn  (^JO  converga  a 
zero  uniformemente  per  ogni  &  (fra  0  e  1)  e  per 
ogni  h  -^  H. 

Ne  possiamo  dedurre  : 

Se  il  resto  di  Caucìiy  per  1ì=^H  non  converge 
uniformemente  a  zero  per  tutti  i  valori  di  ò,  allora 
certamente  la  serie  di  Taylor  per  ìi  =  H,  o  sarà  di- 
vergente o  sarà  semplicemente  convergente. 

Cosi   p.   es.    nella   serie   logaritmica    il    resto   di 


Cauchy 


1  -j-s  X 


/    1  -  ^    \  n-l 


che  per  ogni  &  e  per  ogni  x  positivo  minore  di  l 
è  sempre  minore  di  : 

(1  —  &)'^-ia?" 

che,  col  crescere  di  n  può  rendersi,  per  qualunque 
3r,  minore  di  qualunque  quantità  assegnabile,  dun- 
que Rn  per  ogni  x  minore  di  1,  converge  uniforme- 
mente a  zero  per  ogni  &.  Ma  per  x=  i  e  &  =  0 , 
ha  invece  valore  1,  onde  la  serie  logaritmica  per 
X  =  1  non  può  essere  assolutamente  convergente  : 
risultato  notissimo. 
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Invece  nella  serie  binomiale  il  resto  é: 

j^   m.Tìi  —  \  . .  .in  —  n-\-\ 

n  —  W 

X  X""  (1  —  &)»-!  (1  +  &  X)"'-'' 

e  si  dimostra  che: 

m  .m  —  l...m  —n-\-ì 

per  ogni  m  positivo  e  a:<l,  converge  sempre  a 
zero.  Si  vede  allora  che  anche  per  x  =  \,  Rn  con- 
verge a  zero  per  qualunque  5,  e  ne  deduciamo, 
come  del  resto  è  ovvio,  che  la  serie  binominale 
per  m  positivo  è  assolutamente  conveniente  anche 
per  a:  =  1. 

Queste  applicazioni  sono  semplicissime  ;  noi  le 
facciamo  per  illustrare  la  teoria  esposta. 

Si  può  infine  osservare  che,  fra  le  condizioni  pre- 
liminari che  noi  avremmo  dovuto  stabilire  negli 
enunciati,  vi  doveva  essere  questa:  che  la  funzione 
f{x)  abbia  le  derivate  di  qualunque  ordine  per  qua- 
lunque X  dell'intervallo  da  a  ad  a-\-H,  e  che  queste 
derivate  abbiano  sempre  valore  finito.  Come  ab- 
biamo osservato  al  §.  73  é  ciò  una  conseguenza  im- 
mediata della  possibilità  di  sviluppare  in  serie  di 
Taylor  la  funzione  ;  ora  mi  sembra  ozioso  ripetere 
continuamente  nei  vari  enunciati  questa  condizione 
necessaria,  perché  essa  può  ritenersi  inclusa  nella 
condizione  che  Rn  deve  convergere  uniformemente 
a  zero  per  qualunque  Sr  e  A  ;  non  potendo  eviden- 
temente quest'ultima  condizione  verificarsi  se  la 
prima  non  è  anche  verificata. 

Tutta  la  trattazione  di  questo  §.  è  ricavata  da  un 
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mio  lavoro  intitolato  :  Un  capitolo  di  Calcolo  diffe- 
renziale. {Rivista  di  Mal,  voi.  V,  p.  37,  Torino,  1895). 

§.  81. 

Gli  studii  sulla  serie  di  Taylor  si  confondono  con 
quelli  sulle  serie  di  potenze  e  sui  principii  delle 
funzioni  analitiche. 

Una  l)il)liografla  estesa  si  trova  al  principio  della 
recente  opera  di  J.  Hadamard,  La  sèrie  de  Taylor 
et  son  prolongement  analyti(jue,  Paris,  1901. 

Tra  i  lavori  più  notevoli  citeremo  quelli  di: 
Du  Bois  Reymond,  Matìi.  Ann.,  t.  XXI  ;  Ab/iand.  der 

k.  Bayer.  Akad.,  2^'^i'  Glasse,  t.  XII,  2^  [)arte. 
KÒNiG,  Malli.  Ann.,  t.  XXIII. 
MiTTAG  Leffler,  Acta  Math.,  XV,  XXIII,  XXIV. 
Pringsheim,  Math.  Ann.,  XLII,  XLIV,  L. 
Hadamard,  Comptes  Rendus  de  l'Acad.  de  Paris,  1888, 

1889,  1897;  Acta  Math.,  t.  XXII. 
BoREL,  Comptes  Rendiis   de  l'Acad.  de  Paris,  1896, 

1898,  1899,  1900;   Journ.  de  Math.  (5),  t.  II;   Ball. 

de  la  Societé  Malli.,  t.  XXVI,  XXVIII. 
Porter,  Annals  of  Math.    (2),  t.  Vili,  1906,  p.  45. 

Al  cosidetto  Resto  della  serie  di  Taylor  si  possono 
dare  svariate  forme. 

La  forma: 

{n  —  \)\p^^ 

donde,  particolarizzando  p,  si  hanno  le  due  f(ìrme 
dette  di  LAditANc-.K  e  di  Cauchy,  si  suol  chiamare  la 
forma  di  Sciii.rìMiT.cH. 
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Per  altre  forme  (dette  di  Roche,  di  Liouville,  ecc.), 
vedi  : 

Roche,  Mém.  de  l'Acad.  de   Montpellier,  1858,  1863. 
Mansion,  Analyse  Infìniies.^  Paris,  1887,  p.  103  e  seg. 
Peano,  Maihesis,  t.  IX,  p.   182. 
Darboux,  Ball,  de  la  Soc.  maf/(.,  t.  XXI,  p.   12. 

§•  83. 

Passando  ora  alla  pratica  dello  sviluppo  in  serie 
di  Taylor,  è  interessante  la  seguente  osservazione. 

Se  si  ha  una  funzione  sviluppabile  ma  di  cui  non 
sia  facile  trovare  la  formola  generale  per  la  derivata 
di  ordine  n,  allora  conviene  scindere  la  funzione 
nelle  sue  parti  o  nei  suoi  fattori,  e  sviluppare  se- 
paratamente le  diverse  parti,  e  poi  riunire  le  serie 
che  si  vengono  ad  ottenere  (sempre  però  natural- 
mente supposto  che  tutti  questi  procedimenti  pos- 
sano effettuarsi  senza  obbiezioni). 

Cosi  p.  es.,  si  abbia  da  sviluppare  in  serie: 

log(14-a?) 
l+or      • 

Per  I  a?  I  <  I  si  ha  : 

y.2  ~,3  ^4 

(1   -f  ^)-l  =  1  _  X  +  ^'2  _  ^,3  _|.      _ 

e  queste  serie  sono  assolutamente  convergenti  ; 
quindi  per  un  teorema  sulle  serie  si  può  effettuare 
il  loro  prodotto  secondo  la  regola  ordinaria  di  mol- 
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tiplicazione  delle  serie,  e  si  ha: 

+  ('  +  -i-+y)-'^'+- 

e  questa  formola  varrà  per  ogni  \x\  <<  1. 

§.  83. 

Volendo  sviluppare: 

1 


secondo  le  potenze  di  a?,  si  potrà  considerare  que- 
sta espressione  come  eguale  a: 

i  —  ip* 

e  per  |  a?  |  <  l  applicare  il  procedimento  del  §.  pre- 
cedente. Si  ha  cosi: 

§.  84. 

Sriliipixirc  in  serie  log^/~l  -|-  x^. 

La  prima  derivata  di  questa  funzione  è: 

X 

che  possiamo  scrivere  : 

(I 
X    ,      are  ii^x 
(I  r 
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di  cui  la  derivata  ;i-j-l"'"  é: 

^  'd'x^  ^^^  tg^  +  (n  -  1)  ^^^  are  tgx 

e  noi  conosciamo  la  forinola  che  dà  la  derivata  m"^" 
della  funzione   arco   tangente   (v.  p.  es.  le  mie  Le- 
zioni di  Calcolo  infinita  I,  Gap.  Ili,  §.  3). 
Si  ha  cosi  che  la  derivata  n^^  della  funzione  data  è: 


n  —  Wx 


|sen;i/arctg.r  +  ^  W 

^sen(n-l)(arctga?-h-|^^  . 


.  71  —  1! 


Per  x  =  0  la  derivata  n"'«  della  funzione  data  di- 


venta : 


(n  —  l)!sen  {n~\)   ^^ 


e  quindi  se    ri  è  dispari   si    ha  zero,  e  se  n  è  pari 
si  ha: 

(-1)    '      (^-1)'. 

Il  resto  della  serie  è  (sotto  la  forma  di  Gauchy): 

Rn  = ^    sen  n  (are  tg  &  or  +  -^1  + 

(l+^^x'O'     ^ 

+  (1  +  &-  a?2p~  sen  (n  —  1)  (are  tg &  a?  +  -|- J 

che  per  a?^  <  1  e  per  qualunque   &,   è   sempre  mi- 
nore di: 


(-H^t.,,--)    f'+v/^) 
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quantità  che  per  ai  =  oo  e  per  a?^  <  1  converge  a  zero. 
Dunque  possiamo  conchiudere  che  per  a?'-^  <  1  é  ap- 
l)lical)ilc  lo  sviluppo  in  serie.  Si  ha  cosi  la  serie: 

1  /   I      ~, T  ^  et-  ,         '/. 


Si  può  trovare  di  qui  che: 


X' 


X  are  to- X  -  log  VI  +  *'=  i72~  374+  5.0 


§.  85. 

Raccogliamo  in  questo  paragrafo  alcuni  sviluppi 
in  serie  di  funzioni. 


1."  loo-(^+\/l+a^'^=a?-^^+^-^^^^ 

1.3.5a?' 


1    X'    .1.3^ 
5 


2.4.67 

valevole  per  |a:|  <  1. 

-.0    cos  x-l-,^    ,^+-^    2  .  3  .  4'~1 .2.3.4.5.6"^  •  * 
valevole  per  ogni  x  finito. 

3."  cos  (m  are  sen  x)  =  1  —  7—;  a?-^--^ 7^— ?; — 7-^  a?  — 

^  ^  1.2        '1.2.3.4 

m^(m^  — 2^)(m"— i'^) 

1.2.3.4.5.6        ^'  +  -- 

valevole  per  ja?!  <  1. 

r^  COS"  ? 
i-."    6'" '■  ('OS  h  x=  \  -{-  r  cos  cf .  .X'  4-         ".y     -^ "  + 

Pascal.  Il 
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dove  : 

a=^r  cos  9 
b  =  rsen  co. 

FUNZIONI    CRESCENTI    E    DECRESCENTI. 
MASSIMI    E    MINIMI. 

§.  86. 

La  teoria  dei  massimi  e  minimi  e  delle  funzioni 
crescenti  e  decrescenti  nel  modo  con  cui  1'  ab- 
biamo sviluppata  nelle  Lezioni  di  Caie,  infìn.^  sup- 
pone essenzialmente  l'esistenza  di  tutte  le  derivate 
che  occorrono  nei  calcoli,  e  il  loro  valore  finito. 

Ciò  però  non  significa  che  non  si  possano  fare 
delle  ricerche  analoghe  anche  nel  caso  in  cui  le 
derivate  nel  senso  puro  non  esistono  affatt(ì. 

Consideriamo  questo  esempio. 

Sia  E  (x)  il  massimo  intero  contenuto  in  .v  ;  la 
funzione  : 

^(x)  =  E(x)-^\/x-E{x), 

già  considerata  da  Schwarz  per  altra  occasione 
(v.  §.  4-6)  è  una  funzione  continua  in  tutto  l'inter- 
vallo da  x  =  0  sino  a  x  =  cc.  Essa  ha  derivata  in 
ogni  punto  X,  meno  nei  punti  x  eguali  a  numeri 
interi;  in  tali  punti  possiamo  dire  che  la  derivata 
a  destra  è  +oo,  e  la  derivata  a  sinistra  è  una 
quantità  finita.  (V.  §.  citato). 

Per  esaminare  quindi  in  un  tal  punto,  p.  es.  nel 
punto  x  =  n,  l'andamento  della  ruiiziout',  il  criterio 
che  noi  conosciamo  ci  vien  meno. 
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Ma  noi  possiamo  siirrofrarlo  rolla  scpruente  con- 
siderazione. 

Il  rapporto  incrementale  destro  della  funzione 
per  un  A  <  1  cioè  per  un  A  tale  che  sia  /t'  (x  -{-  //) 
=  lì  (x)  =  /i,  è  : 


\/n-^h  —  E{n-^h)_\/  h 
h  ~    h 

ed  è  positivo  per  un  h  positivo  per  quanto  piccolo 
si  voiilia.  Il  rapporto  incrementale  sinistro  è  (sce- 
L;lien<lo  anche  // •<  1): 


E{n  -li)  — E  in)  +  \/n  —  h  —  E(n  —  Iì)_ 


—  h 


v/1-  h  —  i 
-Il 


che,  per  qualunque  //  più  piccolo  di  quello  scelto, 
è  anche  positivo;  (hnuiue  |)ossiamo  ("onchiuderc  che 
la  funzione  e  crescente  nel  punto  x  =  n. 

§.   8*7. 

Una  considerazi(ìne  simile  si  presenta  pei  mas- 
simi e  minimi  delle  funzioni  di  una   sola  varialtile. 

Se  la  prima  derivata  drlla  funzione  esiste,  al- 
lora essa  dt'vc  ('ss<'i'(^  zeri»  in  un  punto  di  mas- 
simo o  minimo;  ma  ci  poU't'hlx'  essere  il  massimo  o 
minimo,  cioè  un  punto  che  risponda  esattamente 
alla  definizione  di  massimo  o  minimo,  senza  che 
in  esso  la  derivata  (hdla  funzione  abbia  valore 
finito,  opj)ure  anche  senza  che  la  dcriviila  esista. 
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Cosi  p.  es.  consideriamo  la  funzione  : 

Per  x  =  0  la  funzione  ha  valore  1,  e  la  derivata 
diventa  infinita;  intanto  si  può  vedere  che  il  punto 
X  =  0  corrisponde  ad  un  punto  di  minimo  per  la 
funzione.  Perchè  l'incremento  della  funzione  è: 


/(0  +  /0-/(0)-/r^ 

ed  è  sempre  positivo  qualunque  sia  il  segno  eil  il 
valore  di  li  ;  dunque  /(O)  è  un  minimo. 

Questo  è  un  esempio  in  cui  la  derivata  esiste, 
ma  ha  valore  infinito  ;  diamo  un  altro  esempio  in 
cui  la  derivata  non  esiste,  o  propriamente  esistono 
le  due  derivate  a  destra  e  a  sinistra  ma  sono  fra 
loro  disuguali. 

La  funzione  : 


f{x)  =  x 


e 


e   +1 


e   che    per  a?  =  0  è  zero,   nel   punto  a:  =  0  ha    per 
derivata   a    destra  -|- 1,  e   per   derivata   a   sinistra 
—  I;    quindi  iKìn    esiste    pnìpriamente   la  derivata 
nel  punto. 
Intanto  : 

1 


f{()^-h)~J{(s)=^h'Y 


e    —  1 


/( 


e  +  1 


Mnssiiiii  e  HI  in  imi.  10.' 


ha  sempre  segno  positivo  qualunque   sia   il   segno 
(li  II  ;    perchè    per    un  //  positivo   opportunamente 

piccolo,  e    è  positivo  e   maggioro  di  1,  e  per  uri  // 
\_ 

negativo,  e     è   compreso   fra   Gal;  quindi /(O)  è 
un  minimo  per  la  funzione. 

A  questo  proposito  si  può  facilmente  dimostrare, 
che  se  in  un  punto  esistono,  sono  Jìnite  diverse  da 
zero  e  sono  fra  loro  disuguali  le  derivate  a  destra 
e  a  sinistra  di  una  funzione^  vi  sarà  in  quel  punto 
un  massimo  o  minimo  se  i  valori  di  tali  due  deri- 
vate hanno  segni  contrarii;  e  propriamente  vi  sarà 
un  massimo  se  la  derivata  sinistra  è  positiva,  e  un 
min  lino  se  la  derivata  sinistra  è  negativa.  Se  poi  le 
(Ine  derivate  non  sono  di  segno  contrario,  ma  dello 
stesso  segno,  allora  la  funzione  sarà  crescente  se  le 
(Ina  derivate  sono  ambedue  positive,  e  decrescente 
/ir/ /'altro  caso.  (Vedi  Stolz,  Grilndzuge  der  Dijf. 
(imi.  Integr.  Jiech.,  t.  I,  p.  207). 


§.  88. 

Sappiamo  che  per  esaminare  se  in  un  punto  una 
funzione  al)hia  un  massimo  o  minimo  bisogna  calco- 
lare le  derivate  successive;  della  funzione,  supposte^ 
che  esistano,  in  quel  punto,  e  riconoscere  poi 
qual'  è  la  prima  di  esse  che  per  quel  punto  è  di- 
versa da  zero. 

Ora  si  presenta  una  difficoltà  nel  caso  in  cui  le 
derivate  della  funzione  sono  tutte  zero  nel  punto, 
il  che  sappiamo  che  può  effettivamente  accadere. 


\&)  Massimi'  e  miniììu. 


Per  esempio  la  funzione  : 


coir  ipotesi /(O)  =  0,  ha  le  sue  derivate  tutte  zero 
nel  punto  x=^0.  Ma  siccome  quella  funzione  ha 
sempre  valore  positivo  per  ogni  x  reale,  cosi  pos- 
siamo dire  che  il  punto  zero  rappresenta  un  mi- 
nimo per  quella  funzione. 

§   89. 

Consideriamo  ora  l'esempio  di  una  funziono  che 
ha  infiniti  massimi  e  infiniti  minimi. 
Sia  la  funzione: 

/(0)-0,     /(a^)  =  ^sen^. 

Per  un  x  diverso  da  zero  le  derivate  della  fun- 
zione sono  : 

/'  (x)  —  sen cos  — 

'^         ^  X  X  X 

f"{x)  =  -  ^sen-''-. 
Per  un  x  tale  che  /'  (a-)  =  0  cioè  : 

^     iC  X 

la  seconda  derivata  e  certamente  (Hversa  da  zero. 
Quindi  tutti  i  punti  radici  di  quest'ultima  equa- 
zione  trascendente,  sono  punti   di   massimo   o   di 
minimo. 


McLssUìiL  c  minirnL 


Se  — ^  è  compreso  fra  : 

k  TT,    e     A'TT  -| ^^      TT 

allora  la  seconda  derivata  è  negativa  o  positiva 
secondochè  k  è  dispari  o  pari;  quindi  i  punti  cor- 
rispondenti ai  A  disijari  sono  punti  di  massimo,  e 
quelli  corrispondenti  ai  ìc  pari  sono  punti  di  mi- 
nimo. 

§.  so. 

Consideriamo  ora  un  esempio  in  cui  esiste  la  de- 
rivata prima  della  funzione  ma  non  esiste  la  deri- 
vata seconda. 

In  tal  caso  se  la  derivata  prima  si  annulla  in  un 
punto,  in  quel  punto  potrà  esserci  un  massimo  o 
minimo,  ma  non  possiamo  decidere  se  è  un  mas- 
simo o  minimo  dal  segno  della  derivata  seconda, 
la  quale  non  esiste;  e  non  si  può  neanche  consi- 
derare il  segno  del  rapporto  incrementale  di  2*^  or- 
dine, perchè  questo  potrel)l)e  anche  oscillare  attorno 
lo  zero,  pur  esistendo  il  massimo  o  minimo. 

Sia: 

/(O)  -  1,   f{x)  =  \-  .^■-'  [a  -  sen  -^ 

dove  : 

1  <  a  <  2. 

Nel  punto  a;=^0  il  rapporto  incrementale  è: 
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che   per  h    positivo    o    negativo,   tendente  a  zero, 
tende  anche  a  zero  5  dunque  la  derivata  prima  della 
funzione  esiste  ed  è  zero  per  il  punto  x  —  0. 
Intanto  se  formiamo  : 


troviamo  che  questa  espressione  per  Ji  =  0  non  ha 
limite  determinato,  e  può  acquistare  valore  neiia- 
tivo  e  positivo,  secondo  il   grado   di   piccolezza  di 

1 
/?,  perché  essendo  1  —  cos  ^y-  sempre  positivo,   ed 

essendo-^-  minore  di  1,  la  parentesi  non  ha  segno 

determinato. 

Intanto  nel  punto  x  =  0  la  funzione  ha  un  mas- 
simo, perchè: 

/(O  +  h)  -  f  (0)  =  -  h'  [a  -  sen  4")  <  ^ 

è  minore  di  zero,  qualunque  sia  il  segno  e  il  va- 
lore di  h  ^essendo  a  >  1).  (Vedi  :  Harnack,  Math. 
Ann.,  t.  XXIII,  p.  261). 

§.  91. 

In    questo    §.    raccoglieremo    alcuni   risultati   di 
massimi  e  minimi  di  funzioni  di  una  sola  variabile. 
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1.  r,(i  rmizione  ^''  ha  un  massimo  per  x  =  e. 
±  l/d  l'unzione  : 

(x  —  a)  (b  —  .t) 
ab  X 

ha  un  massimo  per  x  =  -{-ya  b  e  un    minimo   per 
jo  =  —  y  a  b  ^ 

3.  La  funzione: 

ì-\-2  X  are  tg  x 


ì-^x 


Ila    un   massimo   per  x-=—  1  e  per  x  =  -{-\,  e    un 
minimo  per  a:  =  0. 
i.  La  funzione  : 

e^  —  2  cos  x'  -f-  e-* 

ha  un  minimo  per  x  =  0. 

5.  Il  triangolo  di  massima  area  in  cui  è  co- 
stante la  somma  x~{-i/  =  c  dell'altezza  x  e  della 
base  corrispondente  //,  é  il  triangolo  in  cui  x  =  tj, 
cioè  l'altezza  è  uguale  alla  base. 

(1.  Fra  tutti  i  rettangoli  iscritti  in  una  ellisse, 
(jucllo  aventcì  l'area  massima  ha  per  lati  le  diago- 
nali dei  quadrati  costruiti  sui  due  semiassi  del- 
l' ellisse. 

7.  Fra  tutti  i  triangoli  rettangoli  aventi  la  stessa 
ipotenusa,  il  massimo  è  l'isoscele. 

8.  l<>a  tutti  i  cilindri  iscritti  in  un  cono  retto 
circolare  il  massimo  è  (| nello  la  cui  altezza  è  la 
terza  parte  dell'altezza  dd  ciuio. 

y.  Fra  tutti  i  coni  rolli  circolari  circoscritti  ad 
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una  data  sfera,  quello  di  minima  area  laterale;  ha 
il  suo  vertice  distante  dalla  superficie  sferica  della 
quantità  r  \/  2  ,  se  r  è  il  raggio  della  sfera. 

10.  Se  ai  quattro  angoli  di  un  foglio  rettango- 
lare di  dimensioni  a,  h  si  vuol  tagliare  un  medesimo 
quadrato  in  modo  che,  colla  parte  rimasta,  si  possa 
formare  una  scatola  della  massima  capacità,  1'  al- 
tezza di  questa  scatola,  cioè  il  lato  del  quadrato 
da  togliere  ai  quattro  angoli,  è: 


a-\-b  —  \/à'-{-lj'-ab 
b 


11.  La  funzione: 

X 


non  ha  massimi  o  minimi  corrispondenti  a  valori 
finiti  di  X.  Per  .r  =  0  la  derivata  non  esiste,  ma 
esistono  le  derivate,  destra  e  sinistra.  La  funzione 
è  sempre  crescente. 

12.  Il  punto  x  =  (}  è  un  punto    di   minimo   per 

1 
la  funzione  x  are  tg~  ~.  Non  esistono  altri  punti  di 

massimo  o  minimo, 

13.  Dati  quattro  segmenti,  il  quadrilatero  di 
aita  massima  avente  per  lati  i  (juattro  segmenti 
(lati,  e  quello  iscrittibile  in  un  cerchio. 

1  i.  i^'ra  tutti  i  trapezi  aventi  trt3  lati  uguali 
quello  di  area  massima  è  l'isoscele  di  cui  l'angolo 

alla  hase  e  -'  -. 


15.  Data  un'  ellisse,  di  semiassi  «,  b,  se  si  v 
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fiiiono  determinare  i  punti  di  contatto  di  quelle 
tani^enti,  di  cui  è  minima  la  parte  intercetta  tra 
\i\\  assi  dell'ellisse,  si  trovano  i  quattro  punti  di 
coordinate  (riferite  agli  assi): 

ai  ^  b  ]/~b 


l/aH-^'      '       l/a+^ 


16.  Se  si  dividono  similmente  i  lati  di  un  qua- 
drato, in  due  parti  aventi  fra  loro  un  medesimo 
rapporto,  e  si  congiungono  i  quattro  punti  di  divi- 
sione, si  ha  un  nuovo  quadrato  iscritto  nel  primo. 
Se  i  punti  di  divisione  sono  i  punti  medi  dei  lati, 
questo  nuovo  quadrato  è  di  area  minima. 

MASSIMI    i;    MIMMI    PER    FUNZIONI    DI    PIÙ    VARIABILI. 

§.  93. 

Sulla   teoria    dei    massimi   e  minimi  per  le  fun- 
zioni di  più  variabili  si  sono  fatte  molte  ricerche. 
Daremo   qui   una   nota   bibliografica  dei  vari  la- 
vori su  quest'argomento. 

Stoi,/,   Wiener  Beric/iie,  voi.  LXIII  (1868)-,  voi.  XCIX, 
1>.    il)5  (18U0);    voi.    C,    p.  11G7    (1801);   voi.   CU, 
p.  85  (18!);^). 
S(;ni:i:i-iKH.  Maf/i.    Ann.,    voi.    XXW,  p.  r>U   (1881)). 
M.\m:iì,    Lri/izi'/rr'   lir/'ic/ilc  i  1N1I2),    |  >.   85. 

Dams.  iiiii,  Mat/i.   Ann.,   voi.    XLIl,    p.    81),   voi.    LI 

(    IS!)!);. 

Si  può  poi  anche  vedere  una   esposizione   al)ba- 
stanza  dettagliata  dei  risultati  dei  vari  Autori,  data 
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da  Stolz,  Gnuu/:-iKje  der  Diff.  und.  Integr.  Rech. 
I,  p.  211-258. 

Lo  Stolz  seguendo  un'espressione  di  Baltzkr  e 
di  Du  Bois  Reymond,  chiama  estremi  i  massimi  e 
minimi  delle  funzioni. 

Si  può  riscontrare  anche  il  Calcolo  diJJ.  di  Ge- 
noccih-Pkano  (Torino,  1886),  p.  29,  187  e  seg. 

§   93. 

Si  sa  che  data  una  funzione  di  più  variabili,  p. 
es.  di  r/?/e,  /  (./  j,  a'a),  e  supposto  che  non  iutte  le 
derivate  di  2°  ordine  della  funzione  sieno  zero  in 
un  certo  punto,  il  criterio  per  riconoscere  se  la 
funzione  in  quel  punto  ammette  un  massimo  o  mi- 
nimo si  riduce  all'esame  della  natura  della  forma 
quadratica-. 

dove  A,  B,  C  sono  le  tre  derivate  seconde  delia 
funzione.  Quando  questa  forma  è  definita  allora 
esiste  il  massimo  o  minimo;  quando  è  indefinita  non 
esiste  né  massimo  nò  minimo,  e  quando  questa 
forma  è  semidefinita  (v.  le  mie  Lezioni  di  Cale,  in- 
finii,  I,  Gap.  IV,  §.  .S)  allora  non  può  nulla  dirsi  a 
priori  sulla  esistenza  del  massimo  o  minimo.  La 
forma  semidelìnita  si  ha  quando  il  discriminante 
B^  —  AC  è  zero. 

(ili  esempii  che  seguono  si  riferiscono  appunto 
a  questo  caso  eccezionale. 

Il  primo  esempio  semplice  è  quello  ('he  si  ti-oxa 
nelle  note  di  Peano  al   Calcolo  diJJ'er.  di   (ìi:n(m.( m 
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(Torino,  188i),  ed  è: 

f{x,  X,)  =  .7','  -  (/)■  +7')  ^.  ^/  +  />'-'  7'  ^^2'- 

Per  il  punto  a?,  —  0  ^-.  =  0  le  derivate  di  1"  or- 
dine sono  zero,  e  delle  derivate  del  2"  ordine  due 
sono  zero  e  |a  terza  è: 


Dunque  il  discriminante  della  teoria  generale  è 
zero.  Ora  |)er  il  punto  x^  =  0,  x^  —0  la  /  non  è  né 
massima  né  minima. 

Infatti  possiamo  scrivere  : 

e  ponendo  : 

p ///  =  //, 
si  ha: 

e  qualunque  sia  l'intorno  del  punto  zero,  si  pos- 
sono sempre  prendere  Ai  //._,  cosi  piccoli  che  il  punto 
'*-r/'p  <H~^'2  ^i^  compreso  in  esso,  e  inoltre  che: 

sia  o  minore  di  /)-  e  di  ^^  o  compreso  fra  /r,  7-,  e 
(piindi  in  mo(l(ì  che  la  espressione  di  sopra  sia  o 
positiva  o  neiialiva.  Cnu  ciò  resta  diiiiostrata  la 
nostra  asserzione. 
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In  questo  caso  colla  stabilita  dipendenza  fra  Aj 
//2,  si  é  fatto  in  modo  che  l'assieme  dei  termini  di 
più  basso  grado  in  A^  A.^,  non  risulti  di  quei  soli 
che  apparentemente  figuravano  come  tali  nella  fun- 
zione data. 

In  questa  l'assieine  dei  termini  di  2'^  grado  in 
//j,  //._,,  è  formato  dall'unico  termine  //f.  Ora  questo 
diventa  zero  per  Il>  qualunque,  e  Ai^==0,  e  non  sola- 
mente per  /(i= /l,=0'^  perciò  siamo  nel  caso  di 
una  forma  semide/inita. 

§.  94. 

Nel  citato  lavoro  di  Scfikkffmr,  clic  si  ò  [mù 
per  il  primo  occupato  dilfusamente  della  (juistioue, 
si  trovano  moltissimi  esempi. 

La  funzione  : 


-i- A^«  X,- -  :Kr,  aV  -\-a'./-  10  j-V"  a-,  +  r,  j','^ 

nel  })unto  (a?i  =  0,  ^^  =  0)  non  ha  né  un  massimo 
ne  un  minimo. 

Si  [)U(')  ripetere  la   considerazione   di   sopra   [)o- 
nendo  : 

e  allora  sui  tre  |)rimi  termini  si  può  fare  ima  con- 
SÌd(irazÌone  simile  a  (india  <lrl  i^.  pi'cct'dciilc  (sedi 
anche  DAN-rscniin,  Matli.  Ann.,  voi.  Xldi,  p.  1)'.);. 

§    95. 

//    prtihicìiifi    (iella    ìniniin'i    disiane/   di   due   rcffc 
nello  spaiLo.    -  -   Se  r/,  //,  e  sono  le  cnnrditiale  di   un 


Massimi  e  minimi.  175 


punto  della  prima  retta,  e  cos  «,  cos  p,  cos  7  i  co- 
stali (li  direzione  rispetto  agli  assi,  le  equazioni 
della  prima  retta  sono  : 

X  —  a  _  il  —  b  _  z  —  e  _ 

cos  a    ""    cos  p   ~   cos  7    ~~ 

E  analogamente  le  equazioni  della  seconda  retta 
sono  : 

X  —  a'  _y  —  h'  _  z  —  e'  _    . 

cos  a'  ~  COS  fV  ~  cos  y'  ~ 

Se  '.<',,  Il,  Z'^  x',  //',  z'  sono  le  coordinate  di  un  punto 
della  prima  retta,  rispett.  di  un  punto  della  se- 
(^onda  retta,  il  quadrato  della  loro  distanza  è: 

ò'^  =  {x-  x'f  +  (//  -  <ij  +  (^  -  ^r 

espressione  che  bisogna  rendere  minima. 

Mediante  le  equazioni  delle  rette,  le  coordinate 
r,  /y,  z'^  a?',  //',  z'  possono  considerarsi  funzioni  di  u^ 
e  a\  e  quindi  ò'-^  diventa  una  funzione  delle  due  va- 
rial)ili  w,  u'. 

Poniamo  eguali  a  zero  le  sue  due  derivate  par- 
ziali rispetto  a  u,  u'.  Si  ha  : 

{X  —  X')  cos  a  -j-  (//  —  //')  COS  ^-^{Z  —  z')  COS  7  =  0 
(X  —  X')  COS  a'  -f  (//  —  (f)  COS  f>'  -|-  (.3:  —Z')  COS  7'  =  0. 

Queste  due  equazioni  mostrano  che  la  retta  di 
lunghezza  minima  che  congiunge  i  punti  delle  due 
rette  date  è  intersezione  di  piani  perpendicolari 
rispettivamente  a  cias(nma  delle  (hie  rette,  e  quindi 
e  una  n'Ita  pcrpendicolai'i^  a  ciasciiua  delle  (hie 
date. 


17G 
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ChiaiiiaiKio  rispett.  A  B  C  \  iiiinni'i  della  matrice: 
cos  a     cos  fi     cos  7 

COS  a'     cos  P'     cos  7' 


si  ha: 


■X  —  X  //  —  //  z  —  z 

_____  _  ^^  _  ___. 


_  A{x-  x')-\-B{n  -  u')-\-C{z  -  z') 

Servendosi  delle  equazioni  delle  due  rette  date  ed 
osservando  che  : 

A  cos  a.  -\-  B  cos  3  -f-  e  cos  7=0 
A  cos  V.'  -\-  B  cos  .8'  -\-  C  cos  7'  =  0 

si  ha  infine  dall'ultima  relazione  : 

A(a  —  a')-{-B(b  —  b')  +  C  (e  -  e') 


6  = 


^A'  -f-  52  _^  C2 


Resta  poi  a  veritìcare,  giovandosi  delle  derivate 
seconde,  che  elettivamente  questa  espressione,  ot- 
tenuta eguagliando  a  zero  le  derivate  prime,  cor- 
risponde ad  un  minimo. 
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§.  96. 

La  teoria  completa  della  cosidetta  risoluzione  delle 


l'oi'inc  indcici-iiiiiialt' 


(I       ce 

0    '  oc 


non  e  COSI  seniplic 
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come  era  riportata  negli  antichi  Trattati  di  Calcolo, 
ma  occorrono  non  poche  riserve  per  potere  sosti- 
tuire il  limite  del  rapporto  delle  derivate  al  limite 
<lel  rapporto  delle  funzioni. 

I  teoremi  da  noi  riportati  nelle  Lezioni  di  Cale, 
infìnit.  sono  i  più  semplici  della  teoria  e  quelli  di 
più  comune  applicazione. 

Alcuni  lavori  su  questo  argomento  sono  quelli  di  : 

l)u  Bois  Rkymond,  Ann.  di  Mal  (2),  t.  IV,  p.  346. 

Stolz,  Matli.  Ann.  v.  XIV,  p.  235,  XV,  p.  558,  XXXlll, 

p.  2ii;  Grundznge  der  Dijf.  und  Inter/ r.  Hec/i.  I, 

j).   113. 

ììoiijhKT,  Xourelles  Annales  de  Mot /l,  t.  XVI,  p.  113. 

§.  9^. 

Un  esempio  in  cui  si  verifica  che  non  esiste  il 
limite  del  rapporto  delle  derivate  eppure  esiste  il 
limite  del  rapporto  delle  funzioni  è: 

9(x)      X  ^  sen  X     .  . 

\~{  =  — i (  per  .T  =  oc  ). 

^{x)      x-\-  sen  a?      ' 

Il  rapporto  delle  derivate  è: 

1  —  cos  X 

1  +  cos  X 

il  cui  limite  per  a:  =  oo  non  esiste;  invece  il  limite 
del  rapporto  delle  funzioni  si  può  scrivere: 

.       sena? 

1 

,.  X 

Iim 


sena? 
Pascal.  12 
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Un  altro  esempio  è  il 

segi 

uente  : 

X 

(per  X  = 

=  0). 

Il  rapporto  delle  derivate 

è: 

,  ,  ,      2  a?  sen 

X 

7r  COS 

TT 

f  (0?)  1 

cui  limite  per  x  =  0  è  indeterminato. 

Intanto  il  limite  del  rapporto  delle  funzioni  è: 

lim  X  sen  —  =  0. 

x=0  X 

Un  altro  esempio  è  il  seguente  : 

1 

,  .       X-  sen  —     .  _ , 

y  {x)  _  x_     (per  x  =  0). 

^Jx)^  \og{ì-\-x) 
Il  rapporto  delle  derivate  è: 

2  X  sen cos  — 

X  X 


ì-\-x 


che  non  tende  ad  alcun  limite  per  a?  =  0. 
Invece  scrivendo: 

f  (x)  _  X  1 

«|; (a:) ~  log  (1  -f  a?)^^^     a? 


e  osservando  che: 


lim  ,   ^  ■ .    ,     ,  =  1 
cc=o  log  (1  -j-  a?) 


si  vede  che  : 
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rr=0  ^  {X) 


Si  può  anche  considerare  il  seguente  altro  esem 
pio  in  cui  non  esiste  il  limite  del  rapporto  delle 
dar  irate  sebbene  esistano  i  limiti  delle  derivate  stesse: 


/  ,      3c^  sen  — 

- 

(per  a:  -- 

=  0). 

^  {X)                  X' 

Le 

derivate  sono: 

'/  (x)  =  3  x~  sen 

1 

X 

—  ^cos 

1 
x 

^'{x)  =  2x 

i  cui 

limiti  sono  ambedue 

zeroj  e  il  limite 

del  loro 

rapporto  non  esiste. 

§.  98. 

Un  esempio  in  cui  il  procedimento  fondamentale 
é  applicabile,  ma  le  due  derivate  sono  zero  per  gli 
stessi  infiniti  punti  di  qualunque^  intorno  del  punte» 
limite  è  il  seguente: 

V-H  =  — i (per  a?  =  00  ). 

*^(x)      X  -j-  sen  X  '■ 

Le  due  derivate  sono: 

f'  (X)  =  (1  4-  cos  x)  e'''+«^"'^ 
Y  (x)  =  1  -f  (^OS  X 
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e  sono  zero  per  gli  stessi  punti,  cioè  tutti  quelli  in 
cui  1  +  cos  a:  =  0.  Inoltre  esiste  il  limite  del  rap- 
porto delle  derivate  qA  è  -\- oo  ^  ^  ^  {x)  ha  sempre 
lo  stesso  segno.  Quindi  possiamo  conchiudere  che 
il  limite  del  rapporto  delle  funzioni  è  l'oo. 

§   99. 

Diamo  un  esempio  in  cui  si  verifica  che  esiste 
il  limite  del  rapporto  delle  derivate,  ma  non  esiste 
quello  del  rapporto  delle  funzioni,  perchè  ^  (.r)  di- 
ventando zero  inlìnite  volte,  muta  anche  infinite 
volte  di  segno. 

Sia: 

y  (x)  X  -[-  sen  X  cos  x 


<{;  {x)      e«®"^  {x  -\-  sen  x  cos  x) 

00 

che  per  x  =  oo  hi  presenta  sotto  la  forma    -  . 
Essendo  questo  rapporto  eguale  a: 

g— 8enx 

esso  non  ha  limite  per  x  =  oc . 
Intanto  le  derivate  sono: 

y'  (x)  =  1  -|-  cos^  X  —  sen^  x 

=  2  cos''*  X 

^'{x)  =  e""^^^  {x  cos  X  -f-  sen  x  cos^  x  -\-  2  cos'^  x) 
=  e^*""^  cos  x{x-\-  sen  x  cos  x-\-2  cos  x). 

Da   un    certo  .v  m   poi   il   valni*(^  dell' csprcssinin» 
in  parentesi  non  passa    mai    p<'.i'    z<U'n,    lesta   seni- 
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pre  positivo,  e  cresce  all'infinito.  Le  due  derivate 
diventano  zero  nei  medesimi  punti,  che  sono  quelli 
in  cui  cos  X  diventa  zero.  Però  ^j^'  (x)  muta  infinite 
colte  di  segno;  è  questa  la  ragione  per  cui,  come 
si  vede,  non  sussiste  il  teorema,  perchè  si  può 
subito  far  vedere  che  il  limite  del  rapporto  delle 
derivate  esiste  ed  è  zero. 

§.  lOO. 

Diamo  inoltre  quest'altro  esempio  in  cui  il  pro- 
cedimento ordinario  neppure  è  applicabile: 

f{x)  =  x 

^  (x)  =  e««"^  (x  -f  sen  x  cos  x). 

Il  rapporto  delle  funzioni  si  presenta  qui  sotto  la 

forma      -,  occorre  quindi,  oltre  l'esistenza  del  limite 

del  rapporto  delle  derivate,  che  '^'  (x)  non  cambi  in- 
linite  volte  di  segno. 
Ora: 

<^'  (X)  =z  gseu  X  cos  X  {x  -{-  SCU  X  COS  X  -\-  2  COS  X) 

('aniì>ia  infinite  volte  di  segno  quando  x  cresce 
airinfmito-,  (binque  il  procedimento  ordinario  non 
sarà  appli(*al)ile.  Si  trova  poi  nel  fatto  che,  mentre 
il  limite  del  rapporto  delle  derivato  insiste  ed  è 
zero,  non  esiste  il  limite  del  rapiìDiiti  dcdie  funzioni. 

§.  lOl. 


.o  c 


Invece  in  quest'altro  esemjìio   il    procedimentt 
applicabile  perchè  (j^'  (x)  sebbene  diventi  zero  infinite 
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volte  senza  che  lo  diventi  ^'  {x\  pure  non  cambia 
infinite  volte  di  segno.  Questo  esempio  si  riferisce 

al  tipo       : 

^};  (a?)  =  a?  +  sen  x  cos  x. 


Si  ha: 


y  ix)  =  2  cos'-*  X 


lim?i^  =  oo 


È  tacile  intanto  verificare  che  anche: 

limf^ 

§   lOS. 

Possiamo  invece  assegnare   quest'altro   esempio 
simile  al  precedente,  ma  che  si  riferisce  al  tipo—-: 

(j,  [x)  =  x^  cos^  — - 

X 

1 


1    ,        l        i 

+  sen  —  cos 


X  X 

Si  ha: 


/  (,r)  =  :{,/'•-' cos--- 


/  1  1   \ 

(cos      — a?  sen  —  1 
\  X  X  } 


2  cos^  — 


(l+x-sen-^-cos^-y 
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La  derivata  ^'  (x)  acquista  infinite  volte  il  valore 
zero,  quando  x  tende  a  zero,  ma  non  cambia  mai 
segno.  Il  limite  per  x  =  0  del  rapporto  delle  deri- 
vate esiste  ed  è  zero  ;  anche  a  zero  è  ej^^uale  il  li- 
mite del  rapporto  delle  funzioni. 


■'&' 


SULLA    DliFINlZIONE    DI    INTEGRALI;:    DEFINITO. 

§.  103. 

È  utile  fare  la  seguente  osservazione  sulla  de- 
finizione di  integrale  definito. 

Si  definisce  l'integrale  definito  come  il  limite  del 
sommatorio  : 

dove  per  /,•  si  può  intendere  non  solo  un  qualunque 
valore  che  la  f  ha  nelV  inter callo  K  ma  anche  il 
limite  superiore  o  inferiore  dei  valori  che  la  f  ha 
in  òr'] 

Però  si  può  far  vedere  che  se  invece  si  fa  l'ipotesi, 
in  apparenza  più  ristretta,  che  i  valori  fr  debbano 
tessere  solo  valori  di  /  in  un  punto  dell'intervallo 
5,.,  e  non  i  limiti  superiori  e  inferiori,  allora,  se  esiste 
r integrale  con  (/uesta  ipotesi  più  ristretta^  il  suo  va- 
lore sarà  ef/uale  ancora  al  limite  di: 

1  Lr  Òr      ovvero         2  Ir  òr 

dove  con  Lr,  Ir  si  intendofio  i  limiti  superiori  e  in- 
feriori di  f  in  òr. 

Ed  infatti  se  Lr  è  il  limite  superiore  dei  valori 
di  /  in  òr,  si  potrà  trovare  in  òr  un  punto  tale  che 


l(Si-  Siilln  (k'Jìni :~i<)iK'  di  intrtjra/c  detinito. 


il  valore  in  esso,  che  chiamiamo  /,■  differisca  da  Lr 
di  una  quantità  a  piccola  a  piacere. 
Cioè  : 

Lr  —Jr  ^  L,r  —  <i  . 

E  ripetendo  questa  operazione  per  tutti  i  6,-,  la- 
sciando sempre  il  medesimo  a,  si  ha: 

2  Lr  ^r  ^  ^fr  Or  >  2  L,-  Ò,-  —  Q  {()  —  a) 

se  a,  h  sono  i  limiti  d'integrazione. 

Se  ora  si  suppone  che  esiste  il  limite  di  Ifr  dr, 
e  che  sia  A,  vuol  dire  che  si  possono  trovare  tali 
òr  che: 

A  +  6  >  Ifr  ò,.  >  A  -  e 

e  quindi  colle  disuguaiilianze  di  sopra  si  ha  : 

lLrÒ,.^-A—t 

A  +  e  >  :ì  L,  òr  —  1  (/>  —  a) 
da  cui: 

l>A  —  lLrÒr>  —  t  —  o{h  —  a) 

ed  essendo  s,  o  pic(N)le  a  jùaccre,  da  qu(;sta  disu- 
guaglianza appare  appunto  che  -  /.,•  ò,.  ha  per  li- 
mite A. 

§.  104. 

)•:  stata  data  una  definizione  di  integrale  dclìnito 
che  ditlerisce  da  quella  dà  noi  adoperata  nelle  Le- 
zioni, la  quale  risale  a  Cauchy  (che  però  supponeva 
la  funzione  sempre  continun;  ./.  re.  po!i/t.,  cah.  19, 
p.  571  e  59(),  (1823)  e  più  completamente  a  Hiemann 
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{Hab.  SchrifL,  Gòttingen  ISSi;  Wer Ae,  Leipzig,  1876, 
p.225). 
Consideriamo  le  due  somme: 

jLé  L,r  2r  5         2d  Ir  òr  • 

Ognuna  delle  prime  somme  è  maggiore  di  ognuna 
delle  seconde;  se  il  limite  inferiore  dei  valori  delle 
prime  somme  è  eguale  al  limite  superiore  dei  va- 
lori delle  seconde,  un  tal  valore  si  dice  integrale 
(lefifiito  (Iella  funzione  data. 

Per  una  bibliografia  sulla  definizione  di  integrale 
(Iclinito  e  sulle  condizioni  di  integral)ilità,  citercnKK 
Tho.mah,  TIì.  der  bestimmten  Iniegr.,  Halle,  1875,  p.  12. 
Du  Bois  Rkymond,  Abt/i.  d.  Zeits.  far  Math.  a.  Ph., 

voi.  XX,  p.  123. 

—  Crelle's  Joarn.,  voi.  LXXIX,  p.  259. 

Dajìboux,  Ann.  de  V École  norm.  sup.,  voi,  IV,  p.  05, 

(1875). 
Pasch,  Math.  Ann.,  voi.  XXX,  p.  144  (1887). 
Gkxocchi-Pkano,  Calcolo  diff.,  Torino  188i,  p.  298. 
Stolz,  Grandzùge   der   Diff.  a.  Int.  Rec/i.,  I,  p.  349 

e  seg. 
Ascoli,  Atti  Lincei,  i.  II,  (1875). 

—  Annali  di  matem.  (2)  voi.  XXIII  (1895). 
Volterra,  Giorn.  di  matem.,  voi.  XIX  (1881). 
Bi:ttazzi,  Giorn.  di  matem.,  voi.  5CXII  (188i). 
Pkanc,  Atti  Acc.  Torino,  1883. 

—  Ann.  di  matem.,  (2)  t.  XXIII,  p.  153  (1895). 
Ultimamente   Lkbksgue  (Ann.  di  Mai.  (2),  t.  VII, 

p.  205;  Leconssar  Vintcgraiion.  Paris  1904;  vedi  aiiclic 
le  altre  note  dello  stesso  I,i:iu:souKe  di  Hi:imm.  I.im 
in  Rend.  Lincei,  1990)  ha  iiilii^hitio  una  dclitiiziiuic 
più  generale,  rendendo  rosi  possiiìile  l'integrazione 
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di  funzioni  che  non  lo  sarebbero  coll'antica  defini- 
zione di  RiEMANN  ;  e  una  riduzione  importante  della 
condizione  di  integrabilità  delle  funzioni  è  stata  fatta 
contemporaneamente  da  Lf:besgue  stesso  e  da  Vi- 
tali (Boll,  dell' Accad.  Gioenia  di  Catania,  1904; 
Rend.  Ist.  Lomb.,  1904,  p.  69)  osservando  che  tale 
condizione  dipende  esclusivamente  dalla  natura  del 
gruppo  dei  punti  di  discontinuità  della  funzione,  e 
non  dalla  natura  delle  discontinuità  stesse. 


§.  105. 

Il  calcolo  di  un  integrale  definito  applicando  i)u- 
ramente  la  definizione  risulta  in  generale  molto 
difficile.  Cerchiamo  di  eseguire  un  tale  calcolo  in 
alcuni  casi  semplici.  Sceglieremo  due  esempi,  nel- 
l'uno dei  quali  sceglieremo  gli  intervalli  6,.  tutti  fra 
loro  eguali,  e  nell'altro  con  una  legge  diversa. 

Si  voglia  calcolare  l'integrale  fra  a,  b  della  fun- 
zione sen  X.  Scegliamo  gli  intervalli  dr  tutti  eguali 
fra  loro,  cioè  eguali  a: 

b—  a  _  ^ 
n     ~ 

e  scegliamo  i  valori  della  funzione  nei  punti  estremi 
din  singoli  intervalli.  Allora  il  sommatorio  diventa: 

^  =  6  [sen  a  -f  sen  (a  +  ò)  -j-  sen  {a-\-'lò)-\-...-\- 

4- sen  {a-\-{n—  1)6)]. 

E  mediante  la  forinola: 

2  sen  j   ^   J  sen  {a  -f-  r  ò)  =  cos  U^  +  (2  r  —  1)    ^y  j  — 

-cos(a4-C^^  +  l)   2  ) 
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quel  sommatorio  diventa: 

6 

1  =  -^~  jcos  (  a  -    l~]  -  cos  (^  -  -|-)ì  • 
sen  ^^  ^         ■ 

Per  6  =  0  il  limite  di  ^  è: 

cos  a  —  cos  h  . 

La  medesima  divisione  dell'intervallo   totale   sa- 
rebbe utile  se  si  volesse  calcolare  l'integrale  di  (f\ 
Si  avrebbe  : 

2  ==  (c«  -}-  c^+o  -|-  .  .  .  _|_  ca-\-(n—\)ò)  . 

I  termini  della  parentesi  formano  una  progres- 
sione geometrica  la  cui  ragione  è  c^ ,  e  quindi  la 
loro  somma  si  sa  calcolare.  Si  ha: 


V  __ 

6  — 

~C^ 

—  1 

,   = 

6 

1 

(cb  - 

e 

•) 

lim 

3 

l 

=  log 

e 

Ora: 


dunque: 

lim  1  =  log  e  {cb  —  r"). 

Se  vogliamo  invece  calcolare  l'integrale,  corri- 
spondente alla  funzione  x"",  conviene  fare  un'altra 
divisione  dell'intervallo,  e  propriamente  prendere  i 
punti  di  divisione  nei  punti: 


•(!/:)■ 


1(S8  Sulhi  (k'Iiniziom'  di  i/ilci/rd/r  de  Unito. 

per  modo  che  l'ampiezza  dell'intervallo  òr  sarà  : 

-<fir(ì/:--} 

Allora  il  sommatorio  ha  la  forma  (assumendo  al 
solito  per  valori/,-  della  funzione  quelli  negli  estremi 
degli  intervalli): 

i"(i7s)-'(i7:-')"~(i/:r^ 

Ora  i  termini  di  questo  sommatorio  formano  una 
progressione  geometrica  la  cui  somma  è: 

=  (/V"f  1  _  a'"+l) t 

in)-' 


Vii  cs^t'iido  h^a  e  quindi: 

I, 


^v^^- 
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1 

il  secondo  fattore   per  ai  =  00  ha  per  limito 

onde  si  ha  infine  per  risultato  : 


ni-\-V 


m-\-  1 


§.  106. 

È  notevole  la  seguente  osservazione. 

Si  abl)ia  una  funzione/  {x)  inte<j:rabile  in  tutto  un 
tratto  da  a  a  b.  Il  calore  dell'integrale  definito  cor- 
rispondente non  mata  se  si  muta  in  un  qualunque 
punto  il  valore  della  funzione  lasciandolo  però  sem- 
pre finito. 

Infatti  sia  e  un  tale  punto,  e  circondiamolo  con 
un  intervallo  piccolo  a  piacere  di  ampiezza  6,  che 
sceglieremo  per  uno  degli  intervalli  s,..  Allora  se 
l'antico  valore  della  funzione  in  e  era  f{c)  e  ora  si 
è  invece  mutato  nel  valore  C,  la  differenza  fra  l'an- 
tico sommatorio  e  il  nuovo  potrà,  al  più,  essere  la 
quantità: 

(/(c)-C)6 

che  tende  a  zero  insieme  con  5. 

Lo  stesso  teorema  si  verifica  se  mutiamo  il  va- 
lore della  funzione  in  oo  punti,  purcJiè  però  in  qua- 
lunque  intervallo  piccolo  a  piacere  vi  sia  almeno  un 
punto  in  cui  la  funzione  abbia  conservato  lo  stesso 
valore  di  prima. 

Infatti,  essendo  arbitraria  la  scelta  dei  valori  /,• , 
si  potrà  allora  sempre  farla  in  modo  da  evitare 
quei  punti  in  cui  è  stato  mutato  il  valore  della 
funzione. 
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§.  10-7. 


Si  voglia  calcolare  : 

Cb    dx 
J    E'ix) 


(a<b) 


essendo  E{x)  il  massimo  intero  contenuto  in  x.  Sia 
r  il  primo  intero  dopo  a,  e  r-j-s  l'ultimo  intero 
prima  di  b.  Possiamo  scrivere  : 

a  a  r  r-fs 

In  ciascuno  di  tali  intervalli  la  funzione  sotto  il 
segno  é  costante  meno  che  per  il  limite  superiore. 
Mutando  per  tal  punto  il  valore  della  funzione,  l'in- 
tegrale, come  sappiamo  (v.  §.  prec.)  non  muta,  e 
quindi  possiamo  scrivere  come  valore  dell'integrale 
proposto  : 

(r-a)    ,     1     ,         1        ,  ,   (b-r-s) 

Per  b  =  co  si  avrebbe  una  serie  convergente,  e 
quindi  esiste  anche  l'integrale  improprio  j    . 


INTEGRABILITÀ. 

§.  108. 

Dimostriamo  il  seguente  teorema: 

.S'é^  una  funzione  è  sempre  crescente  o  scnìprc  de- 
crescente in  tutto  l'intervallo  d' integrazione,  essa  è 
una  funzione  integrabile. 
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Infatti  dividiamo  prima  l'intervallo  a,  b  in  parti 
eguali  ;  prendiamo  cioè  : 

b  —  a 
n 

Per  l'ipotesi  fatta  riguardo  alla  natura  della  fun- 
zione, il  massimo  e  il  minimo  valore  che  la  fun- 
zione ha  nell'intervallo  6,-  sono  quelli  che  essa  ha 
nei  punti  estremi  dello  stesso  intervallo;  quindi  l'o- 
scillazione Dr  è  eguale  alla  differenza  fra  i  due  va- 
lori che  la  funzione  ha  negli  estremi  di  6,..  Chia- 
mando : 

i  diversi  punti  di  divisione,  si  ha  : 

iDr  òr  =^--''  \[f{x,)-f{a)]-^lf{x,)-f{x,)] 

che  col  crescere  di  n  tende  a  zero;  dunque  possiamo 
conchiudere  che  1  Dr  6r  tende  a  zero,  quando  però 
si  scelgano  i  6,.  tutti  eguali  fra  loro. 

A  tutto  rigore  non  possiamo  di  qui  dedurre  che 
la  funzione  è  integrabile,  se  non  dimostriamo  che 
quel  sommatorie  tende  a  zero,  in  qualunque  maniera 
si  scelgano  i  6,.. 

Ma  una  tal  dimostrazione  si  può  fare  facilmente 
nel  seguente  modo  : 

Fra  tutti  i  6,  6._, ...  fin  scegliamo  il  maggiore  e  sia 
6  ;  allora  evidentemente  : 

1  Dr  òr  ^  2L  Dr  6 

^òlDr. 


H)2  Inle(jr(iìità  (Ielle  fan.z^LOiiL 

Ma  per  la  stessa  considerazione  di  avanti: 

lDr=f{b)-f{a) 

dunque,  poiché  5  tende  a  zero,  resta  dimostrato  il 
teorema. 

§.  109. 

Dall'essere  integrabile  il  valore  assoluto  di  una 
funzione  si  può  dedurre  che  è  integrai )ile  anche  la 
funzione? 

Evidentemente  no,  e  un  facile  esempio  può  porre 
subito  fuori  discussione  la  quistione.  Consideriamo 
la  funzione  che  per  tutti  i  valori  razionali  di  x  è 
eguale  a  -j-l»  ed  è  eguale  a  —1  per  i  valori  irra- 
zionali. Il  valore  assoluto  della  funzione  è  sempre 
-J-  1  e  quindi  integrabile,  ma  la  funzione  è  eviden- 
temente non  integrabile. 

§.  no. 

Si  sa  che  il  prodotto  di  due  funzioni  integrabili 
è  anche  una  funzione  integrabile  (si  intende  però 
che  non  si  tratti  di  integrali  deliniti  corrispondenti 
ai  casi  singolari). 

Si  può  più  generalmente  dimostrare  il  seguente 
semplice  teorema  di  Du  Bois  Reymond  {Maih.  Ann., 
voi.  XVI  e  XX). 

Una  funzione  continua  di  più  funzioni  integrabili 
(in  numeno  finito)  è  anche  una  funzione  integrabile. 

La  dimostrazione  del  teorema  è  fondata  sul  fatto 
noto  che  una  funzione  continua  di  più  variai )i li,  è 
anche  uniforwcmcnte  continua. 
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Supponiamo  infatti  che  si  abbia  la  funzione  con- 
tinua J'{'o^  9._, . . .)  (love  cpi  {x)  o.,  {x) . . .  sieno  funzioni 
iriteaTal)ili  nel  tratto  da  x  =  a  sino  ad  x  =  lj.  Sup- 
poniamo che  variando  x  da  a  a  b  ì\  punto,  le  cui 
coordinate  sieno  cpi  (.z-),  cp.^  (.r) .. .,  si  muova  nell'in- 
terno di  un  certo  spazio  per  ogni  punto  del  quale 
la  funzione  /  sia  una  funzione  continua. 

Dato  allora  un  numero  z  piccolo  a  piacere  si  può 
fare  la  divisione  di  quello  spazio  in  un  numero 
finito  di  spazi  parziali,  tali  che  la  differenza  fra  due 
qualunque  valori  di  /  in  ciascuno  di  questi  spazi 
parziali  (e  quindi,  se  si  vuole,  anche  Voseilhi^ioiic 
di  /  in  tali  spazi  parziali)  sia  minore  di  z. 

Prendiamo  in  considerazioni}  tutti  questi  spazi  par- 
ziali ;  la  minima  loro  ampiezza  nel  senso  della  coor- 
dinata cpi  sia  Wj,  la  minima  nel  senso  della  coor- 
dinata cp,,  sia  (à.,,  ecc.;  e  sia  w  una  quantità  minore 
di  <0j  0).^...;  per  modo  che  possiamo  dire  che,  se 
facciamo  variare  cpj  ^.,. . .  di  quantità  tutte  minori 
di  (o,  il  cangiamento  di  /(<pi  cp^  • . .)  sarà  certamente 
minore  di  s,  e  dato  e  può  sempre  trovarsi  l'o)  diverso 
da  z(!ro. 

Se  ora  <pi  {x)  è  una  funzione  integral)ile  di  '■.  <  i.i 
vuol  dire  che  dato  w  e  a  si  può  fare  una  dixisinuc 
dell'intervallo  a,  b  in  intervalli  parziali  5'  in  mo(l(ì 
che  chiamando  t,  la  sonmia  degli  intervalli  in  cui 
l'oscillazione  di  cpj  {x)  sia  maggiore  di  w,  si  abbia  : 


e  lo  stesso  per  le  funzioni  '^.,{x)...  pei'  le  (piali 
possono  immaginarsi  assegnati  i  luedesinii  \alori 
0)  e  G. 

Pertanto  se  sulla  l'ctia    /    da  a  a  h  itìiniauiiio   se- 
Pascal.  \.\ 
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gnate  tutte  le  divisioni  in  intervalli  parziali  6,'  corri- 
spondenti alla  funzione  cpi;  òr"  corrispondenti  alla  fun- 
zione cp^,  ecc.,  e  considero  come  punti  di  un'ultima 
divisione  dell'intervallo  totale  tutti  quelli  relativi 
alle  divisioni  già  fatte,  ho  una  divisione  dell'inter- 
vallo totale  in  intervalli  parziali  6  ognuno  dei  quali 
é  minore  o  eguale  ad  un  certo  intervallo  6',  ad  un 

certo  intervallo  6",  ecc -,  e  perciò  se  considero  un 

6  che  non  fa  parte  di  uno  di  quei  6',  o  di  uno  di 
quei  o"  . . .  che  compongono  le  somme  Tj  t2  . . . , 
movendosi  x  in  quel  6,  le  f i  ? 2  •  •  •  '"^i  alterano  eviden- 
temente di  quantità  minori  di  w,  onde,  per  le  cose 
«lette  sopra,  l'oscillazione  di  f  sarà  certamente  mi- 
nore di  6. 

Quindi  la  somma  t  degli  intervalli  6  in  cui  l'oscil- 
lazione di  /  può  essere  maggiore  di  e  è  data  da: 

di  cui  il  secondo  membro  è  minore  di  ni  a  supposto 
ni  il  numero  (lìnito)  delle  funzioni  f^  f., . .  .fm- 

Come  si  vede,  t  converge  a  zero  con  a,  e  perci(') 
la  /  è  una  funzione  inter/rabile. 

K  notevole  la  seguente  osservazione  riguardo  alla 
integrabilità  delle  funzioni  composte  :  Un  prodnHo 
(li  due  funzioni  non  inter/rnhili,  può  rappresentare 
una  funzione  mter/rabile. 

Un  esempio  semplicissimo  di  ciò  ci  è  fornito 
dalla  cosidetta  funzione  <li  Dirichlkt  (v.  §.  1).  Sia 
f  {x)  la  funzione  il  cui  valore  è  zero  per  tutti  i 
valori  razionali  di  7',  e  1  per  tutti  i  valori  irrazio- 
nali, «'  sia  ^  (x)  la  funzione  il  cui  valore  è  1  per 
lutti  i  valori  razionali  di  -r,  ed  ò  zero  per  tutti  i 
\aiori    irrazionali,  il  prodotto    delle  due  funzioni  à 
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zero  costantemente,  e  quindi  rappresenta  una  fun- 
zione integrabile,  mentre  ciascuno  dei  fattori  non 
('  integrabile,  come  è  evidente  applicando  il  noto 
(^iterio.  (Vedi  a  questo  proposito:  l)u  Bois  Hky- 
MOND,  Creìle's  Journ.,  t.  LXXIX,  p.  24-25). 

INTEGRALI    IMPROPRH. 

§.  111. 

Facciamo  qualche  considerazione,  rischiarandola 
con  opportuni  esempi,  relativa  agli  integrali  im- 
proprii  (v.  Lezioni  di  Cale,  infìnit,  t.  II). 

Quando  la  funzione  da  integrare  diventa  infinita 
in  un  punto  e  interno  al  tratto  d'integrazione,  al- 
lora noi,  per  definizione,  abbiamo  posto: 

pt  pC— £/  p/> 

i    f{x)  (f  x=  lim  l         f{x)  d  X  -(-  lim   \    /(.r)  d  a-, 

a  a  c-\-i^^ 

naturalmente  quando  ambedue  i  termini  del  se- 
condo membro  sieno  finiti.  Ora  è  notevole  questa 
osservazione:  f)uò  accadere  che  ambedue  i  termini 
del  secondo  membro  sieno  infiniti,  eppure  che  si 
possa  ancora  assegnare  una  definizione  al  primo 
membro.  E  possibile  cioè  che,  ponendo  s"  eguale  ad 
ima  funzione  di  e'  e  tale  che  per  e'  =  0  sia  anche  e"  =  0, 
n  in  particolare  i)onendo  addirittura  £"  =  e',  il  s»'- 
condo  membro  abbia  un  limite  per  e'  =  (),  e  allora 
naturalmente  possiamo  assegnare  al  primo  membro 
il  valore  di  tal  limite. 
(Consideriamo  l'integrale  definito  :   ' 

r+i  d ./ 
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Poiché  nel  punto  x  =  0  vi  è  un  punto  d'infinito 
(Iella  funzione  — ,  cosi  questo  inteiirale  lo  <]o])- 
biamo  spezzare  nei  due  : 

-''  (1  X   ,   ,.       r+^  (ì  :r. 


Ma: 


lim  \        -^-\-\\m   \       — 

V—''^  fi  X        -        —  e' 


=  log  z' 

e  per  s'  — 0  il  valore    di    questo   integrale  ò  l'oo;  e 
cosi  analogamente  per  l'altro  integrale. 

Invece  se  poniamo  f"  =  c',  il  valore  della  somma 
dei  due  integrali  sarà: 

'^^    (-!)(+ e') 

Siffatti  integrali  definiti  improprii  si  sogliono 
chianuìre  sinf/oIarL  Essi  furono  considerati  per  la 
prima  volta  da  (^mchy. 

§.  112. 

T,a  stessa  <^uisi<l('razionc  si  pu(')  fan^  |»tM'  il  se- 
condo caso  di  integrali  /////y/o/^/v/,  (|ii(dli  cio('' in  cui 
uno  ()  ambedue  i  limiti  d' int(^grazinne  sierio  l'in- 
finito. 

Pel'  dednizione  si   ha  : 

r^^  lim    r+   li...     ['". 

— oe  — .t'  a 


Integrali  improprii.  197 

Ora  può  accadere  che,  sebbene  ciascuno  dei  ter- 
mini del  secondo  membro  non  abbia  limite  finito, 
pure,  ponendo  x"  —  x'  il  secondo  membro  abbia  un 
limite  finito  per  x'  =cc. 

Cosi,  p.  es.,  si  del)ba  calcolare: 


I 


+«  xdx 
a?- -fi' 


Se  noi  poniamo  : 

l       =  lim    \    -t-   lini 

—0=  -x^  0 

e  se  calcoliamoli  })rimo  degli  integrali  del  secondo 
membro  abbiamo  : 

1 

—  lim  -— log(a?'-H-  l) 

il    qual    limite    ha    valore    infinito;  e   cosi  anche  il 
secondo  (lei  (hu',  integrali  del  secondo  niend)ro. 
Invece  se  poniamo  ,/;"  =  ot^'  e  (calcoliamo: 


che  e  allora: 

il  lindtc^.  di  (piesta  espi'essi(Mie  per  .r' —  ce  <'  pure 
zero;  siamo  perciò  (jiii  in  presenza  di  un  inte- 
grale (UMiinto  improprio  siiKiolarc. 
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§    113. 

Sugli  integrali  definiti  improprii  e'  è  da  l'are  la 
seguente  osservazione.  Si  sa  che,  perché  essi  ab- 
biano un  valore  finito  è  necessario  che  sieno  sod- 
disfatte certe  condizioni  relative  alla  funzione  /  (x) 
che  sta  sotto  il  segno  d'integrale. 

Se  un  tale  integrale  ha  un  valore  finito  lo  chiame- 
remo convergente  ;  si  presenta  quindi  qui  una  distin- 
zione fondamentale  che  si  presenta  anche  in  tante 
altre  quistioni  analoghe.  Può  cioè  accadere  che  sia 
convergente  l'integrale  corrispondente  alla  funzione 
f  (x)^' Q  non  lo  sia  quello  corrispondente  alla  fun- 
zione i/(a?) ,  intendendo  al  solito  con  questa  nota- 
zione che  si    considerino  i  valori  assoluti  di  /  {x). 

Nel  primo  caso  diremo  che  l'integrale  improprio 
è  .semplicemente  convergente,  e  nel  secondo  che  è 
assolutamente  convergente,  ed  è  chiaro  che,  se  è  con- 
vergente l'integrale  corrispondente  ad  i/(^)i,  sarà 
convergente  con  più  ragione  quello  corrispondente 
ad  fix),  supposto  che  f{x)  sia  integrabile  (v.  §.  IO!)). 

Diamo  qui  l' esempio  di  un  integrale  improprio 
che  è  solo  semplicemente  convergente. 

Consideriamo  l'integrale  : 

J  X 

0 

Esso  è  finito,  ma  l'integrale  del    valore   assoluto 

,  ,,     ,.  sen  X     .    . 

della  funzione 


X 

cioè  : 

r 

X 

infinito. 
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Infatti  la  funzione  |sen  x\  diventa  zero  in  infiniti 
punti  tutti  equidistanti  fra  loro  5  circondiamo  questi 
con  tratti  tutti  eguali,  e  aventi  quei  punti  per  punti 
medii,  e  indichiamo  con  m  le  ordinate  tutte  eguali 
negli  estremi  di  tali  tratti;  è  chiaro  che  nei  tratti 
restanti  si  ha  sempre   : 

sen  x\^m. 

L'integrale  esteso  a  tutti  i  tratti  restanti  è  perciò 
maggiore  di: 

\  —  dx  =  rn  log  a? 

esj 
Chiamando  : 


esteso  negli  stessi  tratti. 


2  71  — e   ,  2  7r-|-e 

le  ascisse  dei  punti  di  divisione,  si  ha  che  il   pre- 
detto integrale  sarà  perciò  maggiore  di  : 

^       ^^^* IT h  ^^'r^Ty T~  + = 

I  TT  -f-  e  Ztc  -\-  s.  I 

(2  7r  — e)  (3  TT  —  e) 


=  "''"g    (.  +  0(2.  +  .) 
Ma  il  prodotto  infinito  : 

2  TT £  .'ì  TT  e 


TT-f  e  27r  +  £ 

è  divergente  perchè  è  divergente  la  sci'i»': 

^^-"{-  '  +  ' / 
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di  cui  i  termini  contenuti  nella  parentesi  sono  ri- 
spettivamente maggiori  di  quelli  della  serie  noto- 
riamente divergente: 

4-+Ì+4+ 


3 
Dunque  l'integrale  : 

J  X 

esteso  ai  tratti  : 


ha  per  valore  l'infinito. 

L'altra  parte  dello  stesso  integrale  estesa  ai  ri- 
manenti punti  del  campo  (0 ,  x  )  non  può  essere 
negativa  perchè  la  l'unzione  sotto  il  segno  è  sempre 
positiva,  perciò  possiamo  conchiudere  che  è: 

V^  isen  x\  j 

\ uix  =  oo. 

J  X 

0 

Mostriamo  ora  che  è  invece  Unito: 
r^  sen  X 


J  X 

0 


dx. 


Infatti  possiamo  scrivere: 
eco         pa        p>^ 

0  0  u 

il  primo  di  (piesli  integrali  è  c\i(leiit(3ni«Mitc   Unito, 
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e  l'altro  può   trasformarsi   colla   integrazione   per 
parti  in  : 

r^  sen  X      _       rcos  x}^       C^  cos  x  , 
J       ~x'~^^~~  [x~\      ""J        x' 


a 


_  cos  a      r°°  cos  a? 
~     a         ]        x- 


dx 


e  poiché  all'inteiirale  improprio  del  secondo  mem- 
l)ro  può  a[)plicarsi  il  teorema  che  dice  che,  se  esi- 
ste un  ninnerò  v  >>  i  tale  che  x''  moltiplicato  per 
la  funzione  sotto  il  segno,  oscilli  fra  limiti  finiti 
|u'i'  a?  =  30,  l'integrale  è  finito;  (v.  le  mie  Lezioni 
(li  Cale,  in/i  flit.  t.  II,  Gap.  I,  §.  i),  cosi  resta  provato 
l'assunto. 
Si   può    aggiungere    che  il   valore  dell'  integrale 

proposto  è -| — ;^,  come  si  pu(')  calcolare  con  consi- 
derazioni (li  altra  natura.  (Vedi  in  seguito  il  §.  \'M\). 
I.a  stessa  considerazione  potrebbe   farsi    per   un 
integrale  della  forma: 

r^  cos  X  , 

0 

Invece  un  nilcgrale  della  forma: 

C^  sen  X   , 
\       —  (/  X. 

0 

dov(>  V  >  l  è  assolatamente  eonrergente. 
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§    114. 

Mediante  lo  stesso  teorema  ultimamente  citato  ed 
applicato,  si  può  facilmente  mostrare  che: 

X' 

ha  un  valore  finito  ;  infatti  si  sa  che  è  : 

lim  {x'^  e^'^)  —  0 

a;— 00 

qualunque  sia  v  positivo  (v.  le  mie  Lezioni  di  Cal- 
colo infinit.  t.  I,  Gap,  V,  §.  1)  onde  si  potrà  sempre 
fare  che  da  un  certo  x  in  poi  sia  in  valore  as- 
soluto : 

X'  e-*  <  A. 

§.  115. 

lina  nota  bibliogralica   sugli   integrali  improprii 
('»  la  seguente  : 
Hi  EMANN,  Darstellbarkeit  einer  Function  clurc/i  einv 

Fourier'sclie   Reihe.   Werke,  Leipzig,   1876,  p.  229. 
DiRicHLET,  Crelle's  Journ.,  voi.  XVII,  p.  GO,  nota. 
Du  Bois  Reymond,  Crelle's  Journ.,  voi.  LXXVI,  p.  88. 
-  Malli.  Ann.,  voi.  XIII,  p.  251. 
Pringsheim,  Malli.  Ann.,  voi.  XXXVII,  p.  51)1. 
WoRPiTZKY,  Ueber   die  Endliclikeit    von    bestimmien 

Inter/ralen,  ecc.,  Berlin,  1867. 
'I'homae,  Zeiischrift  f.  Math.,  voi.  XXIIl,  p.  68. 

HocEVAH,  Monatsliefte  far  Malli.,  voi.  IV,  p.  177. 
Padè,  Annales  de  V Ecole  normale,  voi.  VI  (1889). 
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Un  esempio  di  Du  Bois  Reymond,  pubblicato  nella 
Zcitsehrift  far  Math.,  (voi.  XX.  Recensione  di  un 
libro  di  Thomae)  ò  erroneo  (v.  Math.  Ann.,  t.  XIII, 
p.  252. 

Nel  primo  dei  lavori  citati  di  Du  Bois  Reymond, 
e  in  quello  di  Pringsheim,  si  rettifica  un'asserzione 
di  RiEMANN  riguardo  al  cosidetto  criterio  logaritmico. 

La  teoria  de<z:li  integrali  improprii  di  cui  uno  dei 
limiti  è  l'infinito  ha  molta  affinità  colla  teoria  delle 
serie  ;  vedi  p-  es.  : 

Du  Bois  Reymond,  Crelle's  Journ.,  voi.  LXXVI. 
BoNNET,  Journ.  de  Liouville,  voi.  Vili. 
Bertrand,  Journ.  de  Liouville^  voi.  VII. 
Pringsheim,  Math.  Ann.,  voi.  XXXVII. 

§.  ne. 

Esponiamo  il  seguente  esempio  di  Du  Bois  Rey- 
mond: 

\     X  e-^'^  «*'»"  ^  <i  a- . 

a 

Se  ^'"  cresce  all'oc  per  numeri  m  tt  dove  m  è  in- 
tero, allora  il  limite  della  funzione  per  a;  =  oo  é 
infinito;  facendo  invece  passare  oc  per  numeri  che 
non  sono  di  quella  forma,  è  facile  vedere  che  il 
limite  della  funzione  è  zero. 

La  funzione  oscilla  dunque  fra  Oc  oo,  ed  è  sod- 
disfatta perciò  la  condizione  dell'ultimo  dei  teoremi 
dimostrati  nel  §.  4,  Gap.  I,  voi.  II  delle  mie  Lezioni 
di  Calcolo  infinit. 

Osserviamo  prima  di  tutto  che  imi-  un 
a?   <1 
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si  ha: 

sen^  ^  >    ["    ./ -, 

perchè  essendo: 


si  ha: 

1 

.— >1   --T7-  +  ;T-.-:r;>l-  — >'l  — 


^>'-ir+:i!T!>'-ir>i 


Scindiamo  ora  l'integrale  dato  in    tanti  integrali 
dei  due  tipi: 

Hiz—i  n7:-{-i 

dove  n  sia  un  numero  intero. 

L'integrale  dato  sarà  una  somma  di  inlìniti  inte- 
grali di  questi  ti[)i,  cioè  sarii: 

^,/»  +  ^  /'.  • 

Consideriamo  gli  integrali  /'„  . 
Il  valore  di  sen  cZ' quando  ./'  varia  da  /?-fT-j-H  sino 
a  {n -\- ì)  t:  —  i   è    sempre    maggiore    di    una    certa 
quantità  y.,  che  si  può    ritenere   fissa    p(3r   qualun- 
qiuì  /i. 

Qunidi  |)t)ssiam()  dire  che  ogni  J'n  è  senijjre  mi- 
nore di  : 

p(«-fl)7r-6 

I  X  e— '.'■''''  (ì  X 

e  quindi  con  pili  ragione  : 

I  /'„        \     xc-!'-^'  <hi' 
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e  l'integrale  del  secondo  membro  è  convergente, 
come  si  può  riconoscere  mediante  il  penultimo  dei 
teoremi  ora  citati.  Quindi  con  più  ragione  sarà 
C(ìnvergente  ^j'n  • 

(Consideriamo  ora  jn  •  Possiamo  scrivere  con  una 
trasformazione  di  variabili: 

C+£  —  senV.(«7r4-^- « 

jn  =  \      {n  ii-\-x)  e  (ì  X 

e  prendendo  s  minore  di  1,  possiamo  ancora  scri- 
vere, in  forza  di  un'osservazione  fatta  sopra  : 

,/n.  •<  I      {n7:-\-T)e  dx. 

Se  ora  nel  fattore: 

mt-\-x 

che  moltiplica  l'esponenziale,  pongo  il  massimo  va- 
lore che  esso  può  avere  nel  cammino  d'integra- 
zione che  è  m:-\-c,  e  in  luogo  di  {ti'!v-\-xf  che 
comparisce  all'esponente  di  r,  ))ongo  il  suo  minimo 
valore  {n-K  —  if\  vengo  ad  accrescere  il  valore  del- 
l'integrale e  quin(h  con  |)iù  ragione  si  pu('>  sci'ìnci'c: 

P4-;         -5 

Jn  <  (^  71  -f  £)  ^        e.  fi  X 

(die,  con  una  facile  trasf(M'niazionc  di  variaìtile,  di- 
venta (ponendo  c^zy    "^ 


-ic.{mz-iY 
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L'integrale  che  comparisce  in  questa  forinola,  qua- 
lunque sieno  i  limiti,  anche  che  n  cresca  indefini- 
tivamente,  é  sempre  una  quantità  finita,  perchè  col 
penultimo  dei  teoremi  citati  è  facile  vedere  che: 

1     e-^"^  dx 

0 

è  convergente  assolutamente.  Quegli  integrali,  ten- 
dendo ad  un  limite  finito  per  n  =  oo  si  manterranno 
sempre  inferiori  in  valore  assoluto  a  un  certo  nu- 
mero finito  A,  quindi  la  somma  di  tutte  le  jn  sani: 

^     ^   e    niniz  —  if 


Ora  il  sommatorio  del  secondo  membro  rappre- 
senta una  serie  conveniente  per  (/nalnnr/iie  e  fìsso. 
Infatti  consideriamo: 


j:-- ■ 


e  applichiamo  il  citato  penultimo  teon^na.   PoìpIk 
per  un  v  che  soddisfi  alla  relazione: 

1  <  V  <  2 

il   |)r<)d(ìtl(ì: 

X  -\-t 
^^"'  '  (x  ~  ef' 

tende  a  zero  per  x  =  oo,  cosi  (jueU'integrale  è  (con- 
vergente. 

Intanto   se   (consideriamo  (juesto  integrale  scom 
j)Osl(>  in: 

r+r+r+- 

0  2t 
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mente  descrescente  <;  quindi  che  ciascuno  di  questi 
integrali  è  maj?ginre  di  ciascuno  dei  termini  della 
serie: 

71  -[-  e         I  2  TT  -f~  6 


TI 


+  ^,^£-'.^+.. 


(Tt  —  tf    '        (2  7r  — e)S 

veniamo  a  conchiudere  la   convergenza  di    (jucsta 
serie. 

§.  11^. 

Nell'ultimo  dei  teoremi  dimostrati  nel  §.  i-,  Cap.  I, 
t.  II  delle  mie  Lezioni  di  Cale,  infimi.^  abbiamo  messa 
come  condizione  necessaria,  per  l'applicaziojie  del 
criterio  ivi  esposto,  che  la  funzione  sotto  il  segno 
d'integrale  non  muti  di  segno  infinite  volte  per 
,r  crescente. 

Onde  se  f{x)  muta  di  segno  infinite  volte,  allora 
j)uò  accadere  che  l'integrale  sia  finito  senza  che 
x  l'{x)  per  T  =  oc  abbia  per  limite  zero,  oppure  senza 
(^he  sia  lo  zero  uno  dei  limiti  fra  cui  oscilli. 

(^)me  (esempio  scegliamo: 


.1  * 


cos  ap  d  X. 


T.a  espressione  .r/(.7?)  =  .7'    (»os  .r  per^=oo  tmidi 

1  00  ;  eppure  l'integrale  e  finito. 

Pen^hè  facendo  l'integrazione  per  parti  si  ha  : 

_  1  _  3 

12  ]^  1     P^  ^ 

=    ;/'        sen.7/      -j-   .^    l      oc        snuc/w/.r. 
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Considerando  ora  il  secondo  integrale,  si  vede 
che  esso  soddisfa  alle  condizioni  del  [xmuUimo  teo- 
rema perchè,  ponendo: 

si  ha  evidentemente: 

_^ 
lima?''  .  X    ^  sen.r  =  0, 

e  quindi  concludiamo    che   il   secondo  integrale,  e 
perciò  anche  il  dato,  è  finito. 

§■  118. 

Un  altro  esempio  simile  al  precedente  è: 
\     sen  (,r-)  (l  X 

0 

che  ha  un  valore  finito  sebbene  sia: 

lim  X  sen  {■>■-)  =  ce . 

Questo  esempio  si  pin»  trattare  come  il  prece- 
dente. Esso  (■'  (li  Diuiciii.iir  {(/rcllc's  .loiifiial,  V(d. 
XVII,  p.  <i(lj. 

L'altro  esempio  seguente  è  di  Uiemann,  (  Wcrhe, 
p.  2:W): 


f^    cose^ +.re'' sei»  r'      , 
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§    119. 

Sappiamo  che  per  la  ronvcri^eiiza  dell'integrale 


^J\x)dx 


quando  la  funzione /(x)  diventa  oo  per  x  =  b,  ò  ne- 
cessario che  (x  —  b)f{x)  per  x  =  b,  o  sia  zero  o 
oscilli  fra  due  limiti  di  cui  uno  sia  lo  zero.  Ma 
questa  naturalmente  non  è  condizione  sufficiente-, 
j)uò  farsi  vedere  che  se  f{x)  per  x  =  b  diventa  oo 
senza  infiniti  massimi  e  minimi,  allora,  {)erchò  l'in- 
tegrale sia  finito,  occorre  necessariamente  che  il 
limite  di  {x—b)f{x)  esista  e  sia  zero;  in  tal  caso 
cioè,  se  si  vuole  che  l'integrale  sia  finito,  la  quan- 
tità {x  —  b)f{x)  non  può  oscillare  fra  due  limiti  di 
cui  uno  sia  lo  zero. 

\h\  esempio  di  ciò  è    quello   dato   da   Phinììsueim 
{Maih.  Ann.,  voi.  XXXVII,  p.  r,!)9)  ed  è: 


/ 


0 

(die  ha  valoi'c  iniinilo  (\.  il  lavoi'o  <'itat()  di  Pi<in(.s- 
iii;i.M, 

i^.  ISO. 

Il  tcoi'ciiia,  che  il  prodotto  di  funzioni  integrabili 
('  anche  una  lini/ione  integrabile,  val«^  quamb^  non 
r\s(  Ai..  14 
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si  tratti  di  inter/raìì  improprii;  ma  se  si  tratti  di 
funzioni  integral)ili,  che  diventino  infinite  in  qualche 
punto  del  cammino  d'integrazione,  quel  teorema 
può  anche  non  più  sussistere. 

Può  p.  es.  non  più  sussistere  quando  ambedue 
i  fattori  del  prodotto  diventino  infiniti  per  il  mede- 
simo punto.  Cosi  il  quadrato  di  una  funzione  inte- 
grabile che  diventi  oo  in  uno  dei  due  limiti  d'intje- 
grazione  può  non  essere  integrabile,  cioè,  a  dir 
meglio,  l'integrale  può  avere  valore  infinito. 

L'integrale: 

pi      dx 
J    \Jì  —  x' 

0 

ha    valore    finito  e  propriamente    è   eguale  a  -^', 
mentre  che  l'integrale  del  quadrato  cioò: 
pi     dx 

0 

ha  valore  infinito,  perchè: 

donde  per  un  teorema  noto  si  ricava  che  ({nell'in- 
tegrale è  infinito;  il  che  del  resto  può  vedersi  fa- 
cilmente anche  per  via  diretta. 


§.  ISl. 

Se  la  funzione  sotto  il  segno  integrale  non  è  una 
funzione  (^(mtinua  in  un  punto,  allora   la  derivata 
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(Iella  riiiizione  integrale  non  è  il  valore  della  fun- 
zione sotto  il  segno  in  quel  punto. 

Diamo  un  esempio  di  rio  soeo'liendolo  fra  gli  in- 
tegrali impropria 

L'integrale: 

J     I  2  a?  eos  \e  '  / -)- sen  \<^'  '  )e  '  |  d  x  =  \  x-  cos  \e'j\ ,, 

0 

|)er  er  =  ()  ha  per  (k^rivata: 


cos  \e   ) 


lim  [/'  cos  \e    /J  =0. 

Intanto  la  funzione  data  per  x=^0  non  ha  limite 
determinato;  oscilla  fra  — oo  e  +  ^• 
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§.  133. 

Nel  §.  2,  Gap.  I,  voi.  II  delle  Lezioni  di  Cale,  in- 
linit,  al)biamo  dimostrata  una  formola  semplice 
relativa  agli  integrali  definiti,  cioè  la  formola: 

r  /•(.")  d  r  —  (l>  -  (ijfin  +  &  (/>  -  a)) ,  (0  =^  &  ^  I) 

valevole  per  il  caso  in  cui  J'  sia  una  funzione  con- 
tinua. <  )ra  questo  teorema  si  può  estendere  nel  se- 
guente modo. 

1.  Se  f  (.l'I,  ^  (x)  sono  contiimc  ncll'intcì  ralla  di 
integrazione,  e  cp  (-r)  non  muta  inai  di  scf/no  ncll'in- 
tervallo,  allora: 


\    /(x\  ,    r   ,!  x-^^.f{n-^^~^^(l>  —  a\ 


I  .r 
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supposto  naturalmente  che  esistano  gli  integrali  che 
compariscono  nella  formola. 

Questo  teorema  è  noto  da  molto  tempo  (v.  Moigno, 
LcQons  de  Calcai  Diff.  et  ini.,  Paris,  1840-41,  voi.  II, 
p.  48.  DiRicHLET,  Werke,  Berlin,  1889-97,  voi.  I,  p.  IM). 

Il  Di)  Bois  Heymond  trovò  altre  (^indizioni  per 
la  sussistenza  dello  stesso  teorema  {Mat/i.  Ann., 
voi.  VII,  p.  (J05). 

Dal  teorema  precedente  si  possono  ricavare  que- 
sti altri  assai  notevoli. 

II.  Sotto  le  medesime  ipotesi  del  ieoremu  /trece- 
dente  si  ha  l'altra  formola: 

\   /(.r)  cp  {x)  dx  =^f{a)  \  ^  {x)  d  x  . 

a  a 

III.  Sotto  l'ipotesi  della  continuità  delle  due  fun- 
zioni f(x),  co  (x),  e  supposto  ancora  c/ie  f(x)  sia  una 
funzione  sempre  crescente  o  sempre  decrescente,  po- 
tendo poi  cp  (x)  anclie  mutare  infinite  rotte  di  set/no, 
si  ha: 

J   f(x)  f  (x)  d  X  -  f  (a)  j  f  (X)  dx-\- 

.  a  a 

-\-f(f>)  \''  ?(x)dx 

ili  tre  (ti  solito  r  /'  ////  /tu  mero  compreso  fra  0  e  1. 

Oiiiettiaino  le  dimostrazioin  di  (piesti  tc(ìremi  pei 
quali  rimandiamo  allo  ojxTt^  di  Haiìnack,  I)w  cle- 
mente der  Din',  n.  Ini.  ììcrli.,  Leipzij^',  1881,  j).  270, 
e  Sror.z,  Grand zilge  der  bit]',  u.  Int.  Rech.,  Leipzig, 
18'j;ì,  l  1,  p.  420.  ' 

Per  essi  possono  vendersi  i  seguenti  lavori: 
BoNNi"!',  Journal  de  Mat/i.  de   Liourille,  i.  XIV. 
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Du  Bois  Reymond,  Crelle's  Journ.,  voi.  LXIX,  p.  78-82 

e  voi.  LXXIX,  [).  42,  nota. 
Meykr,  Malli.  Ann..,  voi.  VI,  p.  ;il5, 

I  teoremi  enunciati  valgono  anche  nei  casi  in  cui 
le  due  funzioni  abbiano  un  numero  finito  di  punti 
di  discontinuità,  e  anche  se  f{x)  diventi  infinita  in 
uno  dei  limiti,  purché  naturalmente  sieno  conver- 
genti gli  integrali  che  entrano  nelle  formole. 


SULLA    TRASFORMAZIONE    DELL  INTEGRALE    SEMPLICE. 

§.  1S3. 

Non  si  creda  che  la  trasformazione  dell'integrale 
semplice  colle  formole  ordinarie,  si  possa  fare  sen- 
z'altro qualunque  sia  la  funzione  di  trasformazione. 
Occorre  invece  applicare  le  formole  con  certe  av- 
vertenze senza  di  che  si  potrebbe  cadere  in  errori. 

Ponendo  x  =  f  {(j)  si  ha  : 

(I  <i' 

(love  a\b'  sono  i  valori  eli  //  per  .u  =  e/,  =  b. 

Dobbiamo  prendere  in  considerazione,  la  relazione 
fra  X  e  //,  la  quale  deve  essere  tale  che  ad  ogni  // 
corrisponda  un  a?,  e  viceversa  ad  ogni  x  del  campo 
corrisponda  un  solo  //.  Se  essa  non  è  una  siffatta 
relazione  bisogna  spezzare  l'intervallo  d'integrazione 
in  tante  parti  in  modo  che  per  ognuno  di  questi 
intervalli  parziali  si  verifichi  la  corrispondenza  uni- 
voca indicata. 

Immaginiamo,  per  fissare  le  idee,  che  ad  ogni  x 
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corrisponda  un  //,  ma  che  ad  ogni  //  corrispon- 
dano vari  x\  in  altri  termini  che  la  funzione  in- 
versa di  x  =  f((/)  abbia  dei  massimi  o  dei  minimi 
quando  x  va  da  a  sino  a  b. 

È  chiaro  che  la  funzione  f'(jj)  che  comparisce 
nel  secondo  termine  non  è  determinata  dato  che 
sia  y  -,  e  quindi  allora  bisognerà  spezzare  l' inter- 
vallo da  a  a  b  in  tante  parti  in  modo  che  per 
ogni  f/  vi  sia  in  ciascuna  di  queste  parti  una  sola 
X  che  vi  corrisponda. 

Un  esempio  rischiarerà  meglio  la  C(ìsa. 

Si  trasformi  l'integrale: 

-1 
colla  sostituzione: 

x'-  =  ij  -[-  If 

che  per  *  =  — l  dà   {/ =  [  —  h    e    per   ;r  =  1    dà    lo 
stesso  ij  =  \  —  b. 
Si  ha  quindi: 

1  pi-6       _ 

2  J       \/  <l-^bd(j={). 

1-6 

La  ragione  di  ciò  deriva  dal  fatto  che  non  si  è 
tenuto  conto  della  duplicità  dei  valori  di  -r,  dato 
che  sia  //. 

La  //  ha  fra  i  limiti  —  l  e  -j-  •  ^'i  ^'»  '•"  minimo 
e  propriamente  per  x  =  0. 

Se  noi  spezziamo  il  primo  integrale  nel  punto 
a?  =  0  r  poniamo  : 

+1 


r-r+r 
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e  teniamo  conto  che  per  il  primo  degli  integrali 
<lel  secondo  membro  la  x  deve  essere  sempre  ne- 
izativa,  e  quindi  per  esso  bisogna  porre: 

x  =  —  \/U-{-h 

mentre  per  il  secondo  integrale  la  x  é  positiva  do- 
vendo essere  compresa  fra  0  e  1,  e  quindi  per  esso 
bisogna  porre: 

resta  tolta  ogni  ambiguità. 
Si  può  esaminare  similmente  l'esempio  : 

^  f  la  X  -\ ^  I  dx    (rt  >  U,  ^  >  0) 

0 

dove  si  faccia  la  sostituzione: 


r.a  //  riceve  un  valore  minimo  fra  (I  e  oo  per 

per  il  quale  : 

//  =  -i\/  a  b. 
Spezzando  allora  l'integrale  dato  in  (hie  j)arli  da  0 
sino  -|-  ]/— -'  ^  <J^*  +  1/     -  sino  ad  oo,  e  riducendo, 
si  trova  infine  che  l'integrale  dato  è  eguale  a: 
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INTEGHAZIONE    PER    SERIE. 

§•  13-4=. 

Una  volta  si  credeva  che  una  serie  convergente 
fosse  sempre  integrabile  termine  a  termine;  Cauchy 
era  caduto  in  un  tale  errore. 

Il  Weierstrass  per  il  primo  ha  dato   il   teorema 
fondamentale  sull'integrazione  per  serie.  Esistono  i 
seguenti  lavori  su  questo  argomento  : 
Weierstrass,  Creile' s   Journ.,  voi.  LXXI,  p.  353. 
Kronecker.  Beri.  Berteli. ,  1878,  p.  54. 
DiNi,  Fondamenti  per  la   teorica   delle  funzioni   di 

variabili  reali.  Pisa,  1878,  §.  286  e  seg. 
Darboux,  Annales  de  l'Ecole  normale  super.  1875. 
Arzelà,    Rendiconti   dei  Lincei^  (i),  voi.  I,  p.  321  e 

532  (1885). 
Du  Bois  Reymond,  Berliner  Beric/i.,  1886,  p.  359. 

—  Ah/iandl.,  der  ì)aijer.  Akad.,  voi.  XII. 

—  Math.  Ann.,  voi.  XXII,  p.  260. 

Os.GooD,  Gòtt.  Naclirichtcn,   181)6;    American  Journ. 
of  Math.  t.  XIX,  181)6. 

§.  1S5. 

Quando  la  serie  data  è  cquiconverijente,  in  tutto 
l'intervallo  d'integrazione,  allora  è  possibile  l'inte- 
grazione per  serie.  Ma  la  equiconvergenza  non  è 
condizione  necessaria. 

Come  esempio  scegliamo  questo  : 

pi  j?^— 1  -U  gc'*~l^ — 1 

I yj-^, r d  ,X  ,   (u,  V    positivi  t!  a  •<  ^) 
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(li  cui  la  funzione  sotto  il  segno  può  svilupparsi  in 
serie,  mediante  la  fjrmola  binomiale: 

(  l  +  .1-)-^  -  1  +  (  -  V),  X  +  (-  v),  X'^  +  .  .  . 

[)er  "^'Ci,  e  per  ogni  x  fra  0  e  1. 
Si  ha  allora  da  integrare  la  serie  : 

la  quale  (per  v  <  1)  sarà  equiconvergente  in  tutto 
r  intervallo  d' integrazione.  Quindi  si  può  fare  la 
integrazione  per  serie. 

Se  invece  v  ^  1  allora  la  serie  sarà  divergente 
per  a?=  1,  per  quanto  si  sa  sulla  serie  ;binomiale,  e 
quindi  essa  non  sarà  equiconvergente  in  tutto  l'in- 
tervallo d'integrazione,  malo  sarà  solo  in  qualunque 
intervallo  (0,  1  —  e)  dove  e  può  essere  una  quantità 
piccola  llnché  si  vuole,  ma  determinata. 

Non  possiamo  perciò  applicare  il  solito  teorema; 
intanto  possiamo  dimostrare  che  la  serie  anche  in 
questo  caso  è  integrabile  termine  a  termine  per 
quanto  non  sia  equiconvergente.  (Stolz,  Grund- 
ziige,  etc,  I,  p.  W2). 

Consideriamo  il  caso  di  v  <  2. 

Noi  possiamo  porre  mediante  la  formola  di 
Taylor: 

1  "'~}  3?" 

(r+"^v  ^  ,èo  ^~  '^''  ^"  "^  ^~  '^"  (T+o^)«tv 

dove  al  solito  0^9^  1. 


Onde  l'integrale  dato  diventa  : 

,.-1  Ci 

0 


^   \    (a;'-+y— 1  +  a?»--f -^-y-ì)  d  x-\- 

0      J 

+(-^)«J' 


(ì  4-  9  a?)«+v  ^  •' 

0 
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Se  noi  dimostriamo  che  il  limite  per  n  =  oo  del- 
l'ultimo termine  è  zero,  abbiamo  dimostrato  che 
si  può  fare  l'integrazione  per  serie  della  funzione 
data. 

Ora  evidentemente  quell'ultimo  termine  è  minore 
in  valore  assoluto  di: 

(  —  v)w  l    (^« +y—  1  -j-  .r« + '^-y—  y)  d:r  = 
0 

=  (-v) 


_  fi-\-  u.       n  -j--^  —  jA 


Si  può  mostrare  che  per  v  <  2  il  limite  : 

lim  tzlh 
}i==  n  -\-  tj. 

è  zero,  e  cosi  anche  : 

(-  -^h 


lim 

,1=0=  ri-j-  V  —  p. 

Infatti  il  valore  della  prima  espressione  è,  a  meno 
del  segno  : 

— lTT:-.T;.(n  +  a)       ^^^^^' 
('<1  e  facile  verificare  che  il  limite  del  rapporto: 

f(n±ì) 

?ln) 

è  l'unita.  l^)ssiam()  far  vedere,  giovandoci  di  un 
teorema  sulle  serie,  che  il  limite  del  termine  gene- 
rale della  serie,  i  cui  termini  sono  y  ^ri),  è  zero,  (iiac- 
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che  si  sa  che  la  serie  e  convergente  o   divergente 
secondochè : 


„==     \  ?{n)    / 


ò  maggiore  o  minore  di  1  ;  e  in  quest'  ultimo  caso 
il  limite  del  termine  generale  é  zero  o  infinito  se- 
condochè quel  limite  ò  positivo  o  negativo. 
Ora: 

\  ?{n)     )-''V       {n  +  i){n  +  i-^u.)) 

e  questa  espressione  per  n  =  oo  ha  per  limite  2  —  v, 
({uantità  che,  per  le  ipotesi  fatte,  è  una  quantità  mi- 
nore di  1,  ma  positiva.  Dunque,  in  t'orza  del  citato 
teorema,  possiamo  conchiudere  : 

lini  f  (n)  =  0. 

7!.--=  33 

Nella  stessa  maniera  si  dimostrerebbe  che: 


71==  co 


ri-f  V  —  |A 


e,  quindi  resta  dimostrata  l'integrabilità  della  serie 
data. 

Se  poi  V  >  2  allora,  por  mezzo  delle  formole  di 
riduzione  dei  differenziali  binomi,  possiamo  ridurci 
al  caso  di  v  <  2  e  quindi  possiamo  allora  effet- 
tuare per  serie  la  voluta  integrazione. 

Sii   ([iH'sto  ('S(Miipi(ì  si   |)U(S  vedt'i-t'  Skm./,    loc   cil. 
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§   136. 

Un  altro  esempio  simile  al  precedente,  in  cui 
cioè  la  serie  non  é  equiconvergente  in  tutto  l'inter- 
vallo d' integrazione,  eppure  si  può  fare  1'  int(^^Ta- 
zione  per  serie,  è  il  seguente  : 

l     2  —  cos  (nx)  dx 

0 

La  serie  sotto  il  segno  integrale,  per  a?  =  0  é  di- 
vergente, mentre  è  convergente  per  ogni  altro  x 
fra  0  e  tt;  dunque  non  sarà  equiconvergente  in 
tutto  l'intervallo  d'integrazione. 

Questo  integrale  è  un  integrale  improprio,  in 
cui  la  funzione  sotto  il  segno  diventa  infinita  per 
x  =  i)  che  è  uno  dei  limiti  d'integrazione. 

Calcolare  la  somma  della  serie  che  sta  sotto  il 
segno  d'integrale. 

Sviluppiamo  in  serie  la  funzione  : 

log  (2  —  2  cos  x). 
Introducendo  per  cos  x  la  sua  espressione  me- 
diante gli  esponenziali  si  ha: 

=  log[2  — (e'^-f  é^-^)]  = 

=  log  (1  —  e*^)  (1  —  e-^^) 

=i  log  (l  —  ei')  +  log  (1  —  e-'-'-) , 

e  sviluppando  in  serie  ciascuno  di   (piesti    termini 
si  ha: 

log  2  (1  —  cos  X)  =  —  1.  ^ 


n 


^  cos {n  x) 
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Per  ottenere  questo  sviluppo  ci  siamo  serviti  per 
semplicità  di  trasformazioni  con  immaginarii,  ma  alla 
fine  del  calcolo  questi  sono  scomparsi.  Si  potrebbe 
però  fare  anche  un  pro(^edimento  evitando  gli  imma- 
ginarii (v.  perciò  Stolz,  loc.  eit.  voi.  I,  p.  i35,  nota). 

Si  vede  (hmque  che  il  nostro  integrale  è: 


1        pTT 

0 


l     log  2(1  —  cd^x)dx'. 


<  )ra  si  può  far  vedere  che  questo  integrale  è  zero; 
dunque  la  serie  data  è  integrabile,  sebben(^  non  sia 
equiconvergente. 

La  serie  degli  integrali  indeiìniti  è  : 

y  sen  {n  x) 

che  fra  i  limiti  0  e  tt  dà  appunto  zero. 
Che  l'integrale  definito  : 

yl  =  I    log  2(1  —  cos  x)  (1 X 

0 

sia  zero  si  dimostra  nel  seguente  modo:   colla  so- 
stituzion<* ./'  =  TT  —  //,  e  col  mutamento  di  //  in  x  si  ha: 


A 

dond(%  sommando  : 


=  \    log  2  (  I  -|-  <'^s  '^)  'f  ^ 


2  .1  '^=  r    log  \  (I  —  ('OS-  .r)  (1 X  =  \   log(isen'-a?)r/rc  = 


0 

l    log  2  (  I  —  cos  2  x)  fi  X, 

0 
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e  ponendo  2x^=1/  e   indi  mutando  an(N)ra  //  in  a?, 
si  ha: 

1  fS- 

2A=      \     l()i^-2(l    -amxjd ^ 

"  \ 

1  r^  1  l'^TT 

=  ^;^  \  \oi!^'l{\'—VA'>sx)dx-\-   A     \(y^-l(\  — c.iM^x)(1x. 

0  TT 

Ma  il  secondo  integrale  ridiventa  il  primo  (X)lla 
sostituzione  v  =  27r— ce,  onde  resta  '2A-rA,  cìoò 
A  =  0. 

Sviluppiamo  il  seguente  esempio  di  Darboux  in 
cui  non  si  ha  la  equiconvergenza,  e  non  si  ha 
neppure  la  integrabilità  per  serie. 

\    1  (n^  X  e ""'■'■-  —  ( Ai  +  1  /-  X  e-(" -l-i/-''-';  d  x. 

0 

li  valore  della  serie  è  zero,  come  è  la{3ile  verifi- 
care, quindi  il  suo  integrale  è  zero.  La  serie  non 
è  equiconvergente  in  un  intervallo  che  comprènda 
il  punto  ,r  =  0  (v.  esempio  §.  82j. 

\a\  serie  degli  integrali  dei  vari  termi  in  (': 

V   r^  |,^.  ;,,  ,,-„■:,:  ._  (,,  ^  1^.    y.  ^.-(,/+U:^riij  ^/;^  ^ 
0    J 


L  f>-{n^\ìV,-'-  .._ 


la    cui    sonuiia    si    ri(hice    e\i(l<'iiicincnle  solo  alla 
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lii'iiua  parte  del  primo  termine,  cioè  a  —    .^    e  in- 
ve(»e  sappiamo  che  l'inteiirale  è  zero. 

Si  abbia  da  calcolare  l'integrale  indefinito: 

r  sen  X  , 

l dx 

J       X 

Con  lo  sviluppo  in  serie  della  t'unzi(^ne  sotto  il  se- 
iiiio  si  ha  : 


fi--i;+-;--i- 


""  '"^  ~  3T^  "^  '5  r5  ~  •  ■  • 

La  integrazione  per  serie  è  permessa  perchè  la 
serie  dello  sviluppo  del  seno  vale  per  qualunque 
valore  di  x,  e  quindi  è  equiconvergente  in  qualun- 
que intervallo. 

La  funzione  che  si  è  \enuta  ad  ottenere  colla 
integrazione  è  una  nuova  funzione  trascendente 
che  non  si  può  esprimere  con  un  numero  finito  di 
tiinzioni  ordinarie,  n  si  suol  chiamare  V  intrf/roì- 
scno. 
DiENGER,  />i/f'.  u.  Intef/r.  Rech.  Stuttgart,  IS".  l.  II, 

p.  :n\. 
Besso,  Giani,  di  nKft.,  t.  V]. 


In  fef/ralof/aritmo. 


§.  1S9. 

L'inteiiTalr  \  \  d  x,  si  oalrola  rollo  stesso  pro- 
rediineiito  e  si  ha  la  l'unzione: 

che  costituisce  una  nuova  funzione  trascendente 
chiamata  Integrai-  logaritmo. 

Questa  funzione  fu  cosi  chiamata  da  Soldnku 
{'rìieorie  et  tables  d'une  noiweìfe  trascend.  Mùnchen, 
1809);  ma  era  già  stata  introdotta  da  Mascheroni 
(Adnot  ad  Iutieri  Cale.  Int.,  1790)  e  da  T.  Caluso 
(Meni.  Soc.  it.  delle  scienze,  t.  Xll,  1(S05,  p.  208). 

Ponendo  x  =  log  //  si  ha  : 

J  log// 

e  sotto  questa  forma  fu  studiata  da  Hi:s.si;l  e  daGAiiss 
(Werhe,  i.  11,  p.  ii4),  che  trovò  che  il  runnero  dei 
numeri  primi  inferiori  ad  n  è  prossimo  al  valore 
dell'integrale: 

Cn     (In 

J       loo-   //  * 
2 
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§.  130. 

Consideriamo  un  integrale  della  forma: 

f  /■(////  d  X. 
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Sappiamo  che  se  la  funzione  sotto  il  segno,  e 
la  sua  prima  derivata  rispetto  ad  (j  sono  continue 
rispetto  ad  ambedue  le  variabili  in  ciascun  punto 
di  coordinate  {x,//^)  dove  x  sia  un  valore  qualunque 
nei  limiti  d' inteurazione,  la  derivata  rispetto  ad  //, 
nel  punto  //  =  //j,  dell'integrale,  si  può  calcolare  col 
principio  della  derivazione  sotto  il  segno. 

Nel  seguente  esempio  non  esiste  la  continuità 
indicata  e  non  può  farsi  la  derivazione  sotto  il 
seii'no  : 


(//) 


I    log  {x^  -\~  //-)  d  X. 


La  derivata  della  funzione  sotto  il  segno  rispetto 
ad  //  ('  : 

x'  4-  !i' 

che  non  è  continua  nel  punto  x  =^0  //  =  0. 

Ora    la    derivata    di   -^    nel    punto  //  —  0   non    è 
eguale  a: 


1       dx 


^■'/f -^ 


+  !l' 


=  i) 


_y=o 


Giacché   colla   formola  di  integrazione  per  parti 
si  ha: 

'^  log  {x""  -\-  ih  dx=\  X  log  (a?2  -|.  ,/2)T  _ 

0 

•'J      .T'^'  +  V* 


'^ 
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ed  essendo 


0 

si  ha: 


J    X-  -f  //-  "^  J    x^  -\-  //-'  ~  J    ^       ~" 


r  lop:  (.T-  f  //-)  (ì  X  =:  loo-  (1  -f  y^i)  _  2  4-  2  r  -^^%r 

0  0 

\ 

=  loir  (  1  4-  //2)  _  2  -)-  2  //  are  tii-  — . 

La    derivata   di    questa   espressione    nel    punto 
//  =.  0  è  : 


,'7=0 

mentre  che  eoll'altro  procedimento  si  era  ottenuto 

zei 

"O. 

§.  131. 

Il  seguente  è  un  esempio  in  cui  neppure  si  può 
fare  la  derivazione  sotto  il  setino,  ed  è  diverso  dal 
precedente  nel  senso  che  l'integrale  che  si  otter- 
rebbe colla  derivazione  sotto  il  segno  non  ha  senso 
determinato. 

Consideriamo  l'integrale  : 

p  sen(.va-)^^^^^^ 

0 

Il  val<ìr<!  di  questo  integrale  è    '^'    ({ualuncpic   sia 
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//,  rome  sarà  dimostrato  in  un  paragrafo  seguente 
(vtMli  i^.  1;{:};.  Ouindi  la  sua  derivata  rispetto  ad // è 
zero  per  qualunque  //;  intanto  facendo  la  deriva- 
zione sotto  il  segno  si  ha: 


\     cos  (//  x) 


d  X 


che   non   ha   valore    determinat(ì,  perchè  è  eguali 
])er  definizione  a  : 

lini  r  cos  (//  .r)  dx=  lim  sen  (//  x)\ 

.r/--MJ  x/^oo  L  //  lo 


=  lim         sen  {//  x') 
il  qual  limite  è  indeterminato. 

§.  13S. 

Ecco  un  altro  esempio  in  cui  neppure  sussiste  il 
teorema  della  derivazione  sotto  il  segno. 
Si  abbia: 

H  sen  U  are  tg  '^^  ì-  J  V '^^^  cos/iarc  tg    ''^  )l/.r; 

si  può  sul)it(ì  verificare  che  questo  integrale  è: 

.Tsen  (  i- are  tg    '\  ), 

perchè    la    derivata   di    questa    funzione    è  proprio 
qu(dla  scritta  sotto  il  segno  integrale. 

\'ogIiaiiii>  l'alciilare   la  derivata  (Udl'iuteLii'ale  nei 
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punLo  //  =  0.  Facendo  direttamente  la  derivata  del- 
rinteyral(3  si  ha  : 


r  nos  (  i  ave  tv:    '[  j 


che  per  //  =  <>  ha  por  valore  i. 

Invece    facendo    la   derivazione  sotto  il  segno  in 
//  =  0  si  ha  : 


sen    i  are  tg 


0 


lim 


(''  ^^^  ^^   .r  j 


y^  cos  li  are  tg  — -  j  \iìx. 


4a? 

Ora  la  funzione  che  comparisce  sotto  il  se.^no  in- 
tegrale è  zero  perchè: 


sen 
lim  — — 

fc=0 


(4arctg4-) 
^4  are  tg  -^ j  \ 


sen  (  4  are  tg  — ^  )  \  are  tg  — 

T  \  *^     ì  X 

=  lim ^ t; '-   j 


\-  are  tj 

a? 

iarc  tg    y 
lim i — —  = 


e  il  limite;  del  secondo  termine  è  aiiclic       rn\  sc-iin 

ll(':j;ili\n;     dinKpiC     (|  IH'l  rilll('lil'al(!     ('    ZCl'n.     l'isilllatn 
<-li('   noli   ('   d'arcoi-ih  <   cmi   (|ii<'lln   di    pi'iiiia. 
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Il  disaccordo  dipende  dal  fatto  che  la  luiizioiu! 
sotto  il  segno  d'integrale,  e  la  sua  derivata  rispetto 
ad  //,  non  sono  continue  nel  punto  x  =  0,  fj  =  0  e  che 
X  =  0  è  uno  dei  limiti  di  integrazione. 

Se  si  pone  invece  per  limite  inferiore  dell'inte- 
grale un  punto  x'  diverso  da  zero,  calcolando  diret- 
tamente la  derivata  dell'integrale  si  ha  anche  zero. 

§.  133. 

La  derivazione  sotto  il  segno  può  servire,  a|)pli- 
plicata  in  vari  modi,  a  trovare  i  valori  di  irilc-rali 
definiti. 

Se  si  conosce  un  integrale  definito,  e  si  deriva 
sotto  il  segno  rispetto  ad  un  parametro,  si  ha  il 
valore  di  un  altro  integrale  definito. 

Si  può  anche  fare  il  procedimento  inverso,  cioè 
ricavare  il  valore  di  un  certo  integrale  definito 
dato,  da  quello  della  sua  derivata. 

Si  voglia  calcolare: 

f^        sen  (v  x)  , 

J  X 

0 

Facendo  la  dm'ivata  rispetto  ad  //  si  ha: 
I      e-  •'■  cos  (//  J  )  dx 

0 

il  cui  valore  lo  possiamo  calcolare  con  integrazione 
per  parti,  scrivendo  : 

r  ,         ,  sen  (va:)  , 

\  '  ■      (  '.  ts  (//  X)  dx  =  e-  •" —  ~  -f 

^  '/ 

-|-         \  a    '  sen  {//  xj  d  x 
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\  e--'' sen (/y x)dx-=^  —  e-'' — - 


//   J 
donde: 

(5  quindi: 

l     e-  '■  cos  (//  x)dx-=^    . 
0 
_  , .     e- ••''  (//  sen  (//  x')  —  c( )S  (//  x'))  ,        1     __      ^  _ 

—  lini  \      ;         :;r~  1      i      r         >  —  i     i        •'  * 

x'^x  1+A/'  1+'/-      l  +  T 

Onde  possiamo  conchiudere  che  l'integrale  dato  e: 
y     d  li 


l    ,    ,     ■>  =  are  tii- 


j     i-f-//- 

0 

Se  ora  nell'intei^ralo  dato  [)oniamo: 


,n  =  — 


abbiamo: 


r^      li  sen  j  ,  , 

le  ^     fi  :~  =  are  t,Li  // 

0 

e  per  i/  =  -\-oc  si  ha: 

rsen^  ,  1 

0 

fnniinhi  che  lini  a I »l )iam< >  i^'i;!  adoperato  m;i  >?>^.  113, 
l.]l: 
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Ponendo  :z  —  (j  X  si  ha  ancora: 


r  "'-"j-'-''^^  2  - 


'^  sen  (//  j')  j  ^  _    1 

0 


§.  134. 

(^)iisi(leran(lo  similmente  l'integrale: 

0 

e  procedendo  in  maniera  analoi^a  si  trova: 

§.  135. 

Poniamo: 

0 

Si  ha: 

^'  (//)  =  _  2  l      6?-'"-  i»?  sen  (2  //  .r)  d  x 

0 

e  integrando  per  parti  si  ha: 

'j.'  (//)  =    e-'"'  sen  {'Zt/x)       —  2  //l     e    ■  -  a )S (2  //  x)(/ -/• 

0 

e  quindi  possiamo  scrivere: 

/(//)  =  - 2, V'rCv), 
donde  inlciirando: 

ìo'j:  y  (//)    .:  —  //-  -|-  costante 
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Cloe: 

?  (fj)  =  ce-  'J- . 
La  costante   e   può    determinarsi  ponendo  //=() 
nell'integrale  dato;  cosi  si  ha  infine: 

fQj)^=e-if^  I      e-""-  doc. 

0 

Resterebbe  solo  a  calcolare  la  costante: 

pOO 

1      e-  ■«-  (l  oc  , 

0 

che  si  dimostra  eguale  a: 

2 

ciò  che  sarà  fatto  nel  §.  seguente. 

§.  136. 

Sia: 


'^_  „  sen2//,r 


H//)  =  f  e-'^^^^~dx 


X 

0 


donde: 


^'  {fi)  =  2  \     e- ■'"-  CA)s  (2  //  .r)  d  x. 


0 


Per  i  risultati  del  §.  precedente  si  ha: 
^'(,j)  =  2e-v^\     e-'^^dx 

0 

ilonde: 

^ (,/)  =  21  e~ "-  (t  II  \      e   ■•'  (I -Il  +  cosi. 
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Per  //  =  ()  si  ha  <|^(//j  =  0  come  si  vede  diretta- 
mente considerando  l'integrale  dato,  quindi  pos- 
siamo togliere  la  costante  e  fare  l'integrazione  ri- 
spetto ad  1/  fra  0  e  //.  Si  ha: 

cu  poo 

(J;  (//)  r=  2  i    e-  ■''-  (Ifj  \      e~  '''-  (I X  . 

0  0 

Ora  nell'integrale  dato  poniamo: 
2!ix  =  z 
2  (j  dx^^d  z. 
Esso  diventa: 

l  4//-^  sen  z  , 

J      e         — -dz 


0  z 

che  per  /y  =  oo   ha   per  limite  l'integrale  del  limite 
cioè: 

0 

1 

il  cui  valore  sappiamo  già  essere    -y- tt  (v.  §.  133); 

possiamo  dunque  scrivere: 
1 


2-71  =  2^     e-."-'(/,VJ     e- 

"  0  0 


0 

e  con  ciò  n^sta  calcolata  la  costante 


f 


•'..->'.: 


Inieqraìi  inrìvtìiìiti. 


INTEGRALI    INDEFINITI 

È  utile  la  seguente  osservazione  sugli  integrali 
indefiniti.  Potendo  porre  la  costante  arbitraria  sotto 
una  torma  qualunque,  si  può  dare  all'integrale  forme 
diverse. 

Quindi  facendo  l'integrazione  con  metodi  divt^^si 
si  possono  avere  funzioni  apparentemente  diverse 
ma  che  in  fondo  non  sono  differenti  fra  loro  che 
per  una  costante. 

Cosi  p.   f\S.  : 

r  (I ,, 

\  y  ,     .,  =  are  ti2-  X  -j-  (tostante. 
Jl-fa-  ' 

Intanto  ponendo  l'intei^rnle  dato  sotto  quest'altra 
forma  equivalente: 


si  ha  per  risultato: 

<  •ra  questa  funzione,    a    meno  di  una  costante,  è 
la  stessa  di  prima,  perchè  ponendo: 

•'•  =  tg.v 
si  ha: 


Ilit('lll(lli    lli(h[tiliiti.  'l'.\^) 

e  quindi  : 


-1 


■K 


»^c^«':r-pr^'/~    i   =«rctgx-    ^-. 


%  138. 

K  notevole  quest'altra  osservazione. 

Volendo  stare  nei  limiti  delle  quantità  reali  e 
(Ielle  funzioni  reali,  non  si  potrà  sempre  trovare 
ima  medesùna  funzione  reale  che  sia  l'inteiirale  in- 
definito di  una  data,  cioè  che  abbia  per  derivata 
una  data  funzione  reale. 

Potrà  accadere^  che  una  certa  funzione  che  rap- 
presenti un  integrale  indefinito,  diventi  immagina- 
ria per  certi  valori  della  variabile.  Si  potrebbe  cre- 
dere allora,  in  forza  d(3l  principio  ch<i  non  vi  pos- 
sono essere  due  funzioni  diverse  aventi  la  mede- 
sima derivata  (astrazione  fatta  da  una  costante),  che 
l'integrale  della  funzione  data  roalc  non  possa  met- 
tersi sotto  forma  reale  in  quell'intervallo  in  cui 
esistono  quei  valori;  però  bisogna  pensare  che  alla 
costante  ar]>itraria  si  può  dare;  un  qualunque  va- 
lore, anche  complesso,  e  quindi  fare  in  modo  che 
la  funzione  che  si  presenta  sotto  forma  complessa, 
diventi  invece  una  funzione  reale  di  •'■. 

Cosi,  p.  es.  : 

C    (l  X 
]  X  —  <(. 

dà: 

I.il:   y.r      '    (I)  -f-  <'OSt. 

In  un  ii'alln  m  ciii  '•  a.  (jucsta  funzione  non  <' 
pn'i  reale;    iiilaiilo    in    un    la!    intervallo  scrixcndo 


-l'M't  I'j/iin:..(i)/ii   ililì'ci'ciizuili  della  cuiiichc. 

l'integrale  dato  sotto  la  forma  equivalente: 

^Q    doc    C  d(—  .x) 

Jflf—a;       J    a  —  X 

si  ottiene: 

log(a— a;)+COSt. 

che  è  una  l'unzione    reale   nell'intervallo   di    cui  si 
tratta. 

Ora,  considerate  nel  medesimo  intervallo,  le  due 
funzioni  ottenute  differiscono  effettivamente  per  una 
costante  complessa,  perché  : 

log  {x  —  a)  =  log  [(—  1)  {a  —  x)]  = 

=  log(r^-,.)  +  log(-l) 

Che  due  funzioni  che  al)biano  la  stessa  derivata 
in  un  intervallo  differiscano  per  una  costante,  è 
vjro  se  si  suppone  che  le  due  derivate  sieno  finite 
in  tutto  l'intervallo. 

Per  le  modificazioni  di  questo  principio  fonda- 
mentale vedi  Schoi':nflu:s,  JaJiresbericht  der  Denis. 
Mat/i.  Verein.  t.  Vili,  p.  200;  Lebesgue,  Lerons  sor' 
rinief/raiion,  Paris,  190i,  p.  7i;  Scheeffer,  Ada 
Mai  lì.,  t.  V,  e  Hans  Hah\,  Monatshefte  far  Malli. 
iiikI  rhijsih,  XVI.  Jahrg.,  i».  l'Ji. 

Eur AZIONI  i>iifi;i{i:nziali. 

§.  139. 

Dalla  equazione  di  una  conica  cerchiamo  di  eli- 
minare mediante  le  dcriNalc  successive  le  cinque 
destanti  che  funzionano  da  coellicienti.  Si  ha  allora 
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una  equazione  diUerHHziale,  che  può  chiamarsi  quella 
(Ielle  sezioni  coniche. 
S(;  l'equazione  data  è  sotto  la  forma: 


tf  ==  a  X  +  ''''  +  \h^  ^^  -\-'l(ix  -\-r 


si  ottiene 


\dx'j       _j 


•  •i(^è  l'equazione  di  5."  ordine: 

r/' 


:,K'/y'f^_,5'f'rrr;^+4o(';"'(y=o. 

\d.x')    d  x^  (I  ar  d  x'  d  x^  \d  xy 

Nel  caso   della  parabola   si   ha  />  =  0  e  quindi  si 
ha  solo  l'equazione  di  i/'  ordine: 


d- 
d  x' 


'.m%' 


Vedi  su  questo  argomento: 
CuNMNciiAM,  Messenger  of  Maih.,  voi.  XVIII 
Et,i,I(»i  1,  Messenger  o/  Ma  ih.,  \<il.  XIX. 

§     140. 


Una  serie  di  coniche  omotncali  ha  perequazione 

linila: 

_^! L      //       -1 

»'  per  equazione  diiTerenziale  : 

//  '        n  '  -]-  ir  d  II 


m^ 


■''  .'/ 


[  ={] 


'2'AH  Equazioni  (liff'erensiali. 


§.  141. 

Diamo  in  questo  paragrafo  e  nei  seiiuenti,  alcuni 
esempi  di  integrazione  di  equazioni  differenziali. 
Sia  data  l'equazione  : 

('^  +  //  +  0  ^^  ^  -h  ('^  ^^  +  '»■  !l  +  '0  (1  !l  =  0- 

Cerchiamo  di  fare  una  trasformazione  delle  due 
variabili  in  modo  che  l'equazione  si  riduca  ad  un;i 
equazione  omof/enea.  Poniamo: 

,v  =  ,v'  +  P- 

Sostituendo  e  volendo  che  l'equazione  si  riduca 
omogea,  risulta  : 

a  3=0,      p  =  -l. 
Si  ha  allora  : 

(x'  +  //')  ri  x'  +  (:ì  x'  -f  i  f/')  d  //'  =  0 , 

che   è   omogenea    di    1"  grado.  Dividiamo  per  -e'  e 
poniamo  : 

'''   =- 

x' 

donde  : 

(ì  ti'  =  :r^  dz'^z'  iìx'. 
Si  ha: 

(i  -'-'  -j-  \  -'-fi)  iì  :r'   f-  (:{ -f  1-  :  ')  //''  d  z'  ==  0 
doiiMc  S('|»araiid(>  le  variabili  e  iulcui-aiido  : 
r         '.\A-\z' 


I'.(jtill  binili      (Il  Uri  ri,  ^Idl  I . 

Ma: 

dunque  si  ha  inliiie  \mv  risultato: 
^    cioè  : 

[W  X  —  ()  //  -|-  I  m/  r  -|-  ( 1 2  .r  —  -lì  II  -f-  :]  I  (l  y  r=  0. 
Poniaiiio  : 

^  ....... 

e  t'Iiiiiiuiaiiic   la   Nai'ialtilc  //. 
Si  ha  allora  l'equazione: 

(18  j  -^  r,)  n  -r  —  (11:^  \\)  ,1  :  =  0. 
(la  cui  : 

J  IN  ■?  -1     ') 

xMa: 


1    IN   -:    ;.       ^  i) 


2       _      l      . 
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dunque  infine  l'integrale  della  equazione  proposta  è  : 

e''+4.'/  [18  {x  —  2  //)  -|-  5]'^"  =  e. 

§.    143. 

2  :c  !i  (J  X  +  (//-  —  3  x')  d  II  =  0. 

Trattandosi  di  un'equazione  omogenea  seguiamo 

il  metodo  generale.  Poniamo    —  =  ^  e  allora   1'  e- 

.'/ 
quazione  data  diventa: 

1  —  ^^  '    // 

donde  : 

—  log  (I  —  z"-)  -]-  log  //  =:  log  e 

-^ — -  ==  cost. 
V-'  -  :r^ 

Applicando  la  teoria  dei  fattori  integranti  si  può 
trovare  che  la  data  equazione  ha  un  fattore  inte- 
grante funzione  di  sola  //,  e  che  è: 

u.  =  —  //*. 
Inoltre,  essendo  essa  equazione  omogenea  ha  an- 
che per  fattore  intearante  ^r-r — ,    ,,    ,    che    è    nel 

\ 

nostro  caso  u.'  =  — .,     ;  ondi;  l'integrale  è  dato 

7"*  —  X-  Il 

dal  rapporto  dei  due  fattori  integranti,  cioè:    . 

'     =  --Z,     -     ;  —  cost. 
u.'        //-  ~  .r- 
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//  [x-  -{-  if-)  iì  X  -{-  x{x  d  II  —  n  d  x)  ~  0. 
Ponendo: 

X 

t'  eliminando  la  variabile  //,  si  ha: 

ay'z{[-\-z-)dz-^x'  dz  =  0. 
dx  1 


e  quindi: 


dz           ^  (1  +  z^) 

X  =  lo<?  — ~t_"    _|_  loo;  e 

x""  4-  11' 
e  \^  '   =e^  . 
2  tj  X 

§.  145. 

^^J-{  — a,v4-r'  =  .e-2«. 

Facciamo  la  sostituzic^ne  : 

"'"    ^     '   ri^o?  "         ^  z'    d  x' 

L'equazione  data  diventa: 

a-  '    "  -|-  r/  j  -|-  z-  =  a'-^^ , 

cui  si  li'iungercldK'    jiindic    imiKMiilo    più    s('ui|»]i('e 
mente  //  --  a  -]  -  :. 

Pascal.  16 
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Poniamo  in  questa  equazione  : 

e  si  ha: 

(l'I 


(I  .r    '  ^ 


che  integrata  dà 


1      — « 


L'inteprrale  dell'equazione  data  è  dunque  : 


2 

a 

a     "•'*'_ 
a         ~ 

cost. 

Per 

questa 

equazione 

§. 

(Ir/ 
X  j     —a 

(ì  X 

vedi  più 
146. 

'1  +  'l~  = 

sotto 

2a 

■  X     . 

§. 

155. 

Poniamo  : 

2n 

a* 

Proccdcìidn  come  sopra  si  ha  per  risultato  fìiial(^: 


3  X        +  (l(l-\-  3  II  X  "    ' 


'.^x         —aij^Wjix 


hjjiKi :ii)iii   (liilricii :i(il I. 


Un  metodo  che  piK)  riuscire  molte  volte  ])er  la 
l'iccrca  <1  (di' integrale  generale  dell' equazione  dir- 
le renziaie  di  1"  ordine  è  il  seguente: 

Si  al)l)ia  un'equazione  differenziale  di  1"  ordine: 


/ 


(-''•:;i=>' 


e  si  ponga  sotto  la  forma  : 

dove  y,  ó  sieno  funzioni  di  x'^  ij,  ,     . 

'    '  (i.  dj 

Si  ponga  f  =  a,  ^  —  b,  e  si  derivino  i  primi  mem- 
bri di  queste  due  relazioni;  con  ciò  restano  elimi- 
nate le  costanti  a,  b,  e  si  avranno  due  equazioni 
dillerenziali  di  2"  ordine.  Supponiamo  che  queste 
sieno  identich(*;  si  abbia  cìoo  un'equazione  di  2" 
ordine  unica: 

d  y  d~  !/' 


L'integrale  di  questa  sarà  una  relazione  fra  ^,  v 
I'    due    costanti   arbitrarie^    che    chiameremo    r/,  l>. 

Fdiminando  tra  essa  e  la  sua  derivata,  la  (di- 
stante U  o  la  costanti'  ''/  si  devono  avere  due   rela- 

zi(ìni  contenenti  a?,  /A;j-^  e  le  costanti    r/,  />,    e    tali 

ridazioni  risolute  rispetti^  aìlf  c.tstanti  \mm\  possono 
che  essere  esattamente  le  due: 

^  =  b 
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per  il  modo  con  cui  da  queste  si  è  ricavata  la  re- 
lazione o>  =  0.  Se  fra  queste  due  elimino  -r-^  si    ha 

una  relazione  fra  x^  //,  a,  h  che  è  rinteiiralo  iiene- 
rale  dell'equazione  ditTerenziale  di  2*^  ordine  w  =  0. 
Se  ora  immagino  le  due  costanti  a,  h  leiiate  dalla 
relazione  data: 

F  (a  b)  =  0 

ovvero  elimino  una  delle  costanti  fra  questa  rela- 
zione e  l'integrale  generale  ora  ottenuto,  ho  una  re- 
lazione fra  X,  y   e   una   costante   arbitraria  che  è 
l'integrale  generale  dell'equazione  data. 
Sia  p.  es.: 

(v-^;f+(:;fr--o- 


Poniamo  : 


'/  —  ^'  1     =a  (1) 


m 


Si  ha  la  rclazion(3  : 

a-  -f  />  =  0.  (:]) 

Derivando  le  due  ultime  equazioni  si  ha   la  me- 
desima equazione  differenziale  di  2"  ordini;,  cioè: 

^-1^  =  0. 

Dunque  l'integrah;  generai»;  dell'equazione    (hita 

si  otleri'à    climiuaiido  '    '^  fra    (\)    (2).    e     iiiiuiaiii- 

(/  X 


Equazioni  (ìi(f>renzinli. 


iiaiidn  poi  n,  h  Iellate  dalla  (.'i).  Si  ha  rosi: 

che  è  l'integrale  generale   dell'equazione  data,  e  n 
e  la  costante  arbitraria. 


§.  148. 


r.o  stesso  metodo  lo  adoperiamo  [>er  l'equazione: 
/  //  in 


■^  d  X 


m 

5         l*on(;ndo: 

I 


'/"  —  //■ 
l*on(;ndo  : 


si  trova,  derivando  i  primi   membri,   la   medesima 
('(piazione  di  2.°  ordine: 


'  (I  :r-    '     \(l  x) 


Quindi    r  iulcLiralc    ,i:encralc    della    data  si  trova 
t'iiuiiuaudo  tra  le  due  equazioni  lU'cctMlcuti,  con 

che  si   ha: 

<r  -  (a  -  xy  =:h=  -- 
coinè  inleLirale  irenerale  (h'ila  data. 


2.W)  l'jjiifiz.io/n  (lilìci ciiz-uili. 


§.  149. 


{jÌ-'i)-^^!i^-!)=^^''r-^^'ir^^'^ii' 


Poniamo  : 


d  II  (l  z 

(l  X  a  X 


e  si  ha  riducendo  : 


Poniamo  : 


215(1'-')  =  " 

V  fd  z       ,\    ,  , 


e  osserviamo  che  le  derivate  di  queste  due  rela- 
zioni sono  le  stesse;  quindi  applicando  lo  stess( 
metodo  di  avanti  si  ha  per  risultato: 

3fr  —  2x  log  (j  —  'la-  x-\-2ax-\-  i  ==  0 

dove  a  funziona  da  costante  arbitraria. 


§   ISO. 


ponendo: 

(I  :i 


>  '•     ''      a 


■ì::)- 


h.iliiii  ili  III  I   iliil('ii'ti:nili.  ■_;  i , 

si  U'ova  clit^  qii(3st()  danno  luogo  alla  medesima 
equazione  diflerenziale  di  2."  ordine.  Onde  col  so- 
lito metodo,  eliminando    ,  -  e  h  si  ha: 

§.    151. 

L'equazione  di  2."  ordine  della  t'orma: 

dx'   '       clx  ^       \(l  x) 

dove  /',  Q  non  contengono  le  derivate  di  //  rispcild 
ad  X,  può  al)bassarsi  al  1."  ordine  nei  seguenti  casi: 

1)  Se  P,  Q  sono  funzioni  di  sola  x. 

Poniamo  -~-=zp^  e  l'equazione  diventa  allora: 

che  è  del  tipo  delle  equazioni  di  Bkrnoui.li,  e  che, 
con  una  sostituzione  si  ri(hice  subito  al  tipo  delle 
i'([uazioni  lineari  di  1.*^  ordine.  Integrata  questa 
«'(juazione   di   primo  ordine    e  eliminando  p  fra  il 

suo  integrale  e  l'equazione      '=/>,  non  ci  sarà  da 

eseguire  ulteriormente  che  delle  quadrature. 

2)  Se  /*,  Q  sono  funzioni  di  sola  //. 
l-'acciamo  il  uuitamcnto  di  variabili  considi^rando 

./•  collie  riiiiziniic   V  tj  collie   \arialiilc.   Alloi-a: 

il  II  _     \_ 
d  X  ~  (I X 

'l'I 
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d'  X 

d  X' 

d  if 
~  (dx\ 

e  quindi  sostituendo  si  rientra  nel  caso  precedente. 
3)  Sia  P  funzione    di   sola   x,  q   Q  funzione  ili 
sola  (j,  cioè  P  =  cp  {x\  0  =  <]/  (//). 
Scrivendo  l'equazione  sotto  la  forma: 
d^ 
d  x^    .       /    ^    ,    ,  ,   ^d  (J       ,. 

dx 
si  vede  che  integrando  si  ha: 

^^'"^  (rf  ^)  +  ]  '  ^'''^  dx-^'^^  (//)  d  ,,  =.  log  e 

dx 
Si  ha  cosi  una  relazione  fra  «,  //,  .y '^  e  una   co- 
stante arbitraria.  Integrando   questa   equazione    «li 
l.«  ordine  si  ha  l'integrale  generale  della  data. 

Oppure  possiamo   procedere  anche   col   metodo 
cosidetto  della  variazione  della  eostante. 
Consideriamo  per  un  momento  l'altra  equazione: 
d^^  V   .      f   ^d  II      .. 


che  divisa  per  -,—  e  integrata  dà  : 

^      d  X  ^ 


d  !l 
d'I 

■yyi^xjdx 


],l  +  \^i^)d^ 


d'I 
dx 
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Consideriamo  ora  e  anzichò  (M)stante,  funzione  di 
//,  e  cerchiamo  di  determinarla  in  maniera  che  la 
tlerivata  seconda  di  /y  ricavata  da  questa  espres- 
sione coincida  con  quella  ricavata  dall'  equazione 
differenziale  data.  Si  ha: 

f  J/  =  ^  4^  e~iW^  -  e-  e-i-rW^  y  (x) 
a  X'      a  tf  dx  ^ 

e  dal  {>aragone  coU'equazione  data,  risulta  : 

da  .  .  . 

^  =  -c*(,'/) 

Coll'integrazione  del  secondo  membro  si  vifuc  a 
introdurre  un'altra  costante,  e  si  è  cosi  ricoiidoUa 
r  intetirazionc  dell'  equazione  data  di  2.»  ordine  a 
quella  di  una  di  1."  ordine. 


Si  abbia: 


Poniamo  : 


§.  15S. 


/"'  ,V       /  .       ,  /^  '/ 


d  X-       \ 


donde  : 


^:,..  =  1//-'^',^^ 


tl  =  Z(^^ 


dii_dz       ^ 
d,r~  r/O"'    " 
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0  l'equazione  data  diventa  : 

dO'^dO       \<Ì0) 

Siamo  cosi  ricondotti  ad   un'equazione   del    ti[) 
considerato  nel  §.  precedente. 
Ponendo  : 

d  z 
do 

si  ha  l'equazione  di  1.^  ordine: 

d  li 


rfo  +  "-"^=" 


che  integrata  dà 


^^  ""  1  -  e  eo  ~  (io 

e  quindi  inlìne: 

dx 


t(\  —  G  X) 
X 


1'^^  ^.u 


(lUK 


(i'{\.—CX)  X 

%.  153. 

Si  abbia  l'equazione  lineare    completa  di  2."  or- 

Cerchiamo  (bu;  soluzi(ìni  f)articolari  di: 
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lN)MÌam(ì  : 

(love  a^v  sieno   l'unzioni    di  ^r,    di    una    delle  quali 
possiamo  poi  arbitrariamente  disporre. 
Allora  si  ha  : 

(l  II ci  Li  _.       1     (l  €  r 

flx       e/  X   '     X    (l  '-r        J'- 

fl-  1/       (ì-  IL  I     (1-  r  •!    ti  r         -1  r 

,1  ..-"^  <l  .u-    '     X    (I  :rr'~  li-    <l   • 

E  quindi  sostituendo  : 

\<lx-   '      /    '     ci'    \d  X-   '     /        X-  \(lx   ^      I 
Ponendo  : 

(I  X    ' 

e  indi  eliminando  //,  resta  la  equazione. 

hi-'  r        fi  r\  I     fd-  r  \ 

Due    soluzioni    particolari    di    questa    equazione 
sono  : 

n =z sen  x 
r  =  cos  X 

clic  (l;ìimo  rispettivamente: 

a  =  —  cos  .V 
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Ricaviamo  quindi  che  la  equazione  in  //   ha    per 
soluzioni  particolari  : 

—  X  cos  X  -\-  sen  x 


il 


X 

X  sen  X  +  cos  x 


X 

Intanto  è  facile  verificare  che  !j  =  x-  e  una  solu- 
zione particolare  della  equazione  data;  quin(h,  per 
un  noto  teorema,  si  ha  che  l'integrale  generale  della 
equazione  data  è  : 

.,  ,      X  cos  X  —  sen  x   ,       x  sen  x  4-  cos  x 
,/  =  a,-  +  e ~ +  e, ~ . 

§.  154. 

Si  abbia  : 

Questa  equazione  può  scriversi  più  senqilice- 
mente  : 

Poniamo  : 

1       ^ 
"'  '    1  —X 

avendo  presente  che  potremo  poi  ancora   disporre 
di  una  delle  due  funzioni  xr,  r. 
Esetjuendo  i  calcioli  l'equazione  diventa: 

(;;;--)+,:,(;;■;-)+ 
+,ri«.(:;:-)-"' 


e  determinando  z  in  modo  clie  sia: 

<l  n 


ci  X 


resta: 


\(f  x:^  <l  .L'I    '    1  —  .T  \(t  X-  J 

ili  cui  due  inteiirali  particolari  sono: 

r  =  é^'' 

cui  corrispondono: 

xj  =  —  2  e-2* 

z^-'l  e^'-. 

L'integrale  dell'equazione  data  è  dunque: 

—  e-^"^  +  2x  e-^"  3  e^-"  —  2  .r  e'--' 

Il  =  Ci 1-^-^:: h  ^2 


ì  —X  '       -  1  —  .T 

Allo  stesso  risultato  possiauK^  giuniiiu'c   \)ov   al- 
tra via. 
Poniamo  : 

V 

e  l'equazione  diventa: 

r/  a?-   '   \  —  X  fi  X 

Proviamo  se  questa  equazione  e  soddisfalta   da 

v  =  (a-\-f>  x)  e'-'' 

dove  r/,  /),  I,  sono  costanti  da  determinarsi. 
S(ìstitutMidn  (>  riducendo  si  ha: 

(I  -    .r)|/,"f^r-]-/;.r)H-2/,  /'        \.(n^\-hx)\-\- 

'\--lL{a    \  />./') +  2  6  =  0. 
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Perchè  l'equazione  sia  soddisfatta  è  necessario 
che  sieno  zero  in  questa  espressione  i  coefOcienti 
(Ielle  diverse  potenze  di  x.  Si  ha: 

—  k-  a  -j-  \-  a  +  A  ■'  1>  —  i  h  =  0 

Ir  (i-\-±  /,  h  —  \  a  -f  2  A'  rt  +  2  6  =  0 

le  quali  danno: 

4  -  k^  =  0 

2k(a-\-h)-i-2l)  =  {) 

donde  prima  di  tutto: 

k  =  ±2^, 

e  in  quanto  poi  alle  altre  due  costanti  a,  //,  una 
di  esse  resta  arbitraria.  Per  far  risultare  lo  stesso 
inteirrale  p^ià  ottenuto,  poniamo  : 

A'  =  -f  2        />  =  —  2        ((  =  -}-  :ì 
k  =  -  2        6  =  -f  2        a  =  -{ 

e  quindi  : 

0  =  (3  --  2  x)  é^ 
r  =  (_  1  -f  2  X)  e--^'- 

sono  (hie  inteirrali  particolari  dell' equazione  m  i\ 
donde  otteniamo  l'inteii'rale  iieneralo  dell'cHjnazioue 
proposta. 

§.  1&5. 

Si  (dùjunano,  come  si  sa,  e(i(i(i:i<nii  th'  lìicrati 
tiiUc  (jiirllc  del    ii|io         '-/'//''  -^^   (j//^J,\   essendo 
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P,  Q,  i?  funzioni  di  j?,   ma   l'equazione   particolare 
considerata  da  Hiccati  è  propriamente  la  sef^uente: 

dove  b,  e  sono  due  costanti. 
Ponendo  : 


si  ha: 


■'^--oT 


a?  ^—  —  ^  4-  />  ^-  =  e  X" .  (2) 


In  luoo'o  di  questa  consideriamo  l'equazione  più 
fT^enerale  : 

X  -r-  —  az  4-bz'-  =  cx^^ .  (3) 

dx  ^  ^  ' 

Se  n  =  '2  a  questa    equazione    si    pu(')    inlt.\G"rare 
ponendo  : 

z  =  X"  V 

il  che  dà  : 

dv 


e  a:«-2«  —  bv^ 


=  x"~^  d 


e  quindi,  se  n  —  2a^  il  primo  membro  risulla  lini- 
zionc  di  S(ìla  r,  (*  si  compita  rintcì^i'aziitiic. 
Se  ('in   non  si  V(U'ili('a,   poniamo: 

d(ìve: 

A-    ^    ' 
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allora  la  (:i)  diventa: 

^'{~-in  +  a)z,+ez\  =  bxn 

i'^) 

e  si  è  tornati  ad  un'equazione  della  jornm  (3). 

Se  in  questa  è: 

n  =  2{n-\-a) 

cioè  se: 

n  —  2a 

è  eguale  ad  1,  allora  colla  sostituzione  z^  =  a?"+^'  r> 
si  integra  questa  equazione. 

Se  la  precedente   relazione   non   si  verifica,  fac- 
ciamo un'altra  sostituzione  del  tipo  : 

e  si  ha  similmente  un'equazione  : 

d  z 
X  -,-^'  —  (2  n  +  a)  z.-,  +  b  z.;-  =  e  X" 
d  X  I     /    -   I 

che  si  integra  ponendo  z,^=^x-^^-^^  v  se: 

Cosi  seguitando  si  vede  che  con   questo  metodo 
si  giungerà  alla  integrazione  se  : 

n  —  2a 


2  n 

('•  un  numero  intero  positivo  o  zero, 
l'.icciamo  ora  inveci'  la  sostilnzioue  : 


l-'nlKI  :  h  III  I     ili     L'irciill.  S,, 

Allora  la  (3)  diventa  invece  : 

X  -^^  —{n  —  a)z,^c  z;'  =  h  x^^  (5) 

dx  ^   ^   ^       ^  ' 

e.  st'iiiiitando  poi,   come   avanti,    colle   sostituzioni 

del   li|.()  : 

^j  =  Al  4"  '1"?  Pf^fi-?  ecc. 

si    p'iimfrc    collo    stesso    metod(^    alla    conclusione 
che  se  : 

'In 
('  un  numero  intero  positivo  allora  si  può  comjìiere 
la  iiilctrrazione. 

Si  ha  dunque  che  l'equazione  di    Hiccaii  ò  intc- 
iirahilc.  con  un  numero   finito    di  termini  mediante 

fi 2 

le     funzioni    elementari    quando    --^, —    è    numero 

riA-'l    . 
inlci'ii  positivo   o  zero,    ovvero       '        e   un    intero 
'  'In 

positivo-,  e  osservando  che: 

n  -f  2  _     _n  —  2 

2/1    ~"  2/1 

possiamo  anche  dire  che  pn-  rinteiirabililà  didl'e- 
quazione  di  Pocoaii  ('  siitìiciciilt'  cIk;  : 


2/1 

sia  un  nuuKU'o  intero  (jualuniinc  posiliso,  nciialivo 
o  zeri». 

l'iMiriido  n  =■-  2/71,  da  : 

/i  -2 

— -—    =  zb  /■       nitcì'M 
'In 

Pascal.  17 


25(S  ì'Jiiiaziorà  di  llLcatiL 


si  ha: 


cioè  : 


2m— 2 

-— —  =  =h  r 


m  ^ 


cioè  il  criterio  d' integrai )ilità  diventa    questo:   cJic 

(Ic.re  essere  un  numero  intero  (HsjKiri  j)Osiiivo  o 

III 

negativo. 

Si  presenterebbe  ora  la  quistione  se  esistono  al- 
tri casi  di  integrabilità,  ma  il  Liouvii.i.e  dimostro 
(Journ.  (ìe  Math.^  t.  VI,  18il,  p.  13)  che  quello  ora 
enunciato  è  l'unico  caso  in  (Mii  riHjuazione  <li  Hic- 
cA'ii   è  integral)ile  con  un  numero  Unito  di  termiin. 

§.  156. 

L'equazione  generale  di  Hiccati  : 
(1)  ''jl_^^l>!r-\-Q<i^i-H 

colle  sostituzioni: 

jQdx 

y  =  ze 


=  -]'■'■ 


livcuta  : 


CI)  2  +  —  ^ 


I'jjiia:i(jNÌ,  (li.  liiccati.  25<) 


(love  S  ò  una  funzione  di  tr;  cioè  possiamo  sempre 
ii'iisformare  l'equazione  generale  di  Hiccati  in  un'al- 
ti'a  in  (^ui  sia  0  ==  0,  P=  — 1. 

L'  (Mjuazione  classica  di  Riccati  considerata  nel 
v>.  i)rece(lente  è  della  forma  (2)  in  cui  S  è  una  po- 
t(3nza  di  x,  S  =  x^'''~'. 

Se  si  pone: 

si  ha  un'equazione  studiata  da  Mai.msti'ìn  iCam- 
hri(l<l(>  and  I)/ihìin  Mat/t.  Journ.,  t.  V,  l<Sr)(),  p.  lcS(J  ; 
Crclh's  .loini,.  l.  XXXIX,  1850,  p.  Ili-)  e  da  Huio- 
scin  {Annali  di  scienze  fisiche  e  mai.,  t.  II,  1851, 
I».  i-l)7;  Opere  mai.,  Milano  11)01,  t.  I,  p.  1).  Se  in- 
\  ('.ce  si  pone  : 

S=  x^'"-^  -}- a  x'"-^ 

si  Ila  un'equazione  di  Siacci  (Rend.  Accad.  delle 
.sclfìiic  di  Xa/ìo/i,  l!H)l),  e  se  infine  si  i)one: 

S  =  x^'"-^  +  a  x"^-^  +  h  X-- 

si  ha  un'  equazione  più  «j^enerale  comprendente 
(piella  particolare  di  Riccati,  quella  di  Mai.mstkn- 
liinosciii,  e   quella   (h  Siacci,    e    che  fu  <^onsi(hìrata 

ila  Hit'  (/ìcnd.  Accad.  delle  scien:r  di  X/t/io/i,  l!){»;ì, 
l'.HKS)  e  (li  cui  i(.  studiai  il  ticiici-alc  criterio  di  in- 
it'ui'ahilil.i,  coinprcndente  quindi  tutti  quelli  deter- 
minati dai  i)re('t"(l(Mili  Autori  p(u*  le  loro  particilaii 
('((iiazi(Uii 

//    ci'ih'iio    iiciicl'fdt'    d'i//  l('(/r<l/il/il''/    r    clic: 

a-\-\    \  -\-  \-  Il      II      V  '  I    :   'vb 
/Il  ni 


2GU  lù/ucaioni  di  Riceati 

sionn  (lue   numeri   interi  dispari  di  sef/ni   oj>/)osti. 
[\'i'  a  =  l)  =  0  si  torna  al  criterio  del  §.  l'ir). 
K  bene  osservare  che  l'equazione: 

^ ,  "  +  A  z'  =  B  a?^'"-2  -f-  a  x'"-'^  -f  h  x~ 

(I  X 

essendo  A,  B,  a,  h  costanti,  non  è  più  "'enerale  di 
(]U(dla  studiata  di  sopra  in  cui  A  e  B  sono  eiiuali 
ad   I.  Perchè  colla  sostituzione: 


= 

1 
A 

—2m 

B 

1 

z 

2m 

2m. 

1 

1 

X 

^- 

A 

~2m 

B 

2ift 

da  questa  equazione  ci  riduciamo  a  quelhi. 

§.  IB-?. 

Si  sa  che  l'equazione  generale  lineare  omogenea 
di  ordine  A',  può  abbassarsi  all'  ordine^  /•  — I,  per- 
dendo però  il  carattere  della  linearità.  Quindi  l'e- 
quazione lineare  omogenea  di  2/'  ordine;  più»  ai»- 
liassai'si  al  |)i'iiii().  Di  che  tipo  è  questa  equazione 
abbassata? 

Si  fa  vedere  sul)ito  che   è   precisamcmte  del  tipo 

di   IhcCATl. 

Infatti  trasformando  l'equazione: 
,/"_Q,,/  +  7?,  =  0 

colla  sostituzione  : 

//  =  r-i/'  '/-'• 

'essendo  I*  una  qiialiiiKpie  finizinnc  di  ,v)  <iniid(': 


si  li'ova  : 

che  ò  del  tipo  : 
se  si  pone  : 

/> 

§.  158. 

l'na  proprietà  importante  delle  erpiazioni  di  Hic- 

cA'i  1  (■'  clic,  //  i'ri/>/)<)fi(>  anarmonico  di  '/i/nfii'o  intc- 
(ji'ali  paj'ticulari  a  iitdLpenjìrnic  ria  x,  ci<j<}  e  co- 
sì///ite. 

Questa  proprietà  che  è  caratteristica  per  l'equa- 
zione di  RiccAi'i,  nel  senso  (>he  o<ini  eifiiaziimc  (ìif- 
tri'cii:i(il('  f/r/'/ilr  f/i/rslri  /iro/n'irt'ó  r  li n' ci jiiti :.ionc  di 
lìi.vAii.  \'\\  sc(.|HTi;i  (la  l'"-!).  \Vi;vi!  nel  \^7Ì')  {Ab/iand. 
drr  llnlni,.  CrsrII.  d.  Wiss.  I.  (iV),  t.  Vili,  \\n^\,  187.-,; 
]).  MO)  e  indi  ritrovala  da  Pkaud  lud  1877  (Annaìes 
de  rKeole  nomi.  su/),  il),  i.  \'I,   1877,  p.  :)\\). 

La  sua  dimostrazione  si  pin»  fare  seniplircinciiic 
mediante  l'osscrNazioiic  l'atta  nel  i<.  preecdeiile. 

(lolla  snsliluzioiie  : 

'       ■■/' 


-i()2  Jùjua.ziont  di  Riceaii. 

trasformando  l'equazione  di  Riccati  in  una  lineare 
omogenea  di    2."    ordine,   a   quattro  integrali  suoi 
jj,  xr^,  ;?3,  z^   corrisponderanno   quattro    integrali   di 
questa  /y„  /y„  //„  //,. 
Il  rapporto  anarmonico  delle  quattro  z  cioè: 


sarà  eguale  a: 

/A'        !h' 

Ut' 

_  V/ 

,1  ''^ 

dJ'-^ 

^  _   //i         //. 

!l2 

lU 

'/•■i 

!U 

!h2           ìli 

!l^'  _ 

'A' 

d  "-^ 

d-^l^ 

Ut                 U'6 

ìlx 

'U 

fh 

ÌU 

Ora  essentlo  le  z^  z.,  z.^  z_^  fra  loro  diverse,  due 
delle  //  sono  sempre  lineamente  indipendenti,  nel 
senso  che  fra  esse,  p.  es.  z/.j,  1/4,  non  |)U('>  csislcre 
alcuna   relazione   del   tipo  c^  z/.j  -|-  e,  ij^  ^  <)  dove  le 

e    sieno    costanti-,    infatti    da   y ,  =  -     ^- //,    si    de- 

diirrel)l)e  z.^  =  z_^.  Allora  sarà  sempre,  (ricordando 
che  ogni  integrale  dell'equazione  lineare  omog(Miea 
di  2."  ordine  è  sempre?  esprimil)ile  come  una  com- 
binazione lineare  a  cot^ffìcienti  (Mestanti  di  due  in- 
tegrali particolari  indij)endenti)  : 

IJi  =  (fy  //;)  +  ^'i  ÌÌA 
Ih  =  (h  U,  4-  '>.  //4 

doridi!  inniic(|iat;iiiicnlc  : 
h,  fi. 

i\r(!i  mia  lilla  Ndia  111  /,'r/n/.  /.si.  /jjmh.  {2),  l.  WW'I, 

I  :»<);{,  p.  :V22). 


///' 


Che  la  proprietà  enunciata  sia  caraiterisiica  per 
l'equazione  di  Ri(:(.a'h,  si  pii(')  l'ai*  vedere  nel  se- 
itucnte  modo  :  supposto  z^,  z.,,  ^3,  tre  date  funzioni 
di  .f,  e  :v  una  funzione  indeterminata,  l'equazione 
differenziale  : 


(1) 


d 

'l    [//—/Ai 

^  L/y  -  !h 

■'Il 

— .72 

un  fattore  : 

//'   5  '1  -  , 

'/ 

,    1 

!/i    >  //i'  » 

//. 

,    1 

//•/  ,  //•-'■-'  , 

fh 

,    1 

.'/■/  5  .'/■/  » 

!/, 

,    I 

0 


l 


(2) 


che  ('  una  equazione  di  Hiccati,  di  eui  /y,  ij.^  ij.^  sono 
iuii-rali  particolari,  e  //  è  la  funzione  incognita. 

Collo  stesso  principio  cioè  colla  equivalenza  delle 
due  equazioni  (1)  (2)  si  ha  un'altra  dimostrazione 
del  teorema  del  rapporto  anarmonico.  Perché,  sup- 
posto che  y,  iji^  ij.,,  [/3,  sieno  quattro  integrali  par- 
ticolari, esprimendo  che  essi  soddisfanno  l'equa- 
zione di  Hiccati,  e  fra  le  quattro  relazioni  coBi  ot- 
tenute eliminando  i  coefficienti,  si  ha  precisamente 
il  determinante  (2),  donde  si  ricava  (1)  cioè  dx  =  (), 
e  quindi  x  =  cost. 

La  proprietà  dimostrata  mostra  che,  <  MtKtsriiui 
tre  integrali  particolari  dell'equazione  di  Hiccati, 
è  conosciuto  l'integrale  generale,  che  è  1'//  ricavato 
dall'equazione: 


!/  —  Hi 
U  —  II:, 


—  cost. 


2(il 


h'i/no:~i(j/ù  di  liircati. 


Cloe: 


//l(V-2  —  g//3)-(^-  ^)   >l-l  '/. 


159. 


Si  dirà  che  un'equazione  differenziale  è  inter/ra- 
bile  alf/ebricamente,  quando  il  calcolo  del  suo  inte- 
grale generale  si  fa  con  un  numero  finito  di  oj)e- 
razioni  algebriche  applicate  alla  variabile  indipen- 
dente e  ai  coefficienti  dell'  equazione  medesima, 
cioè  p.  es.  dipende,  con  un  numero  finito  di  ope- 
razioni algebriche,  dalle  radici  di  un'equazione  al- 
gebrica risolubile  per  radicali,  i  cui  coefficienti 
possano  determinarsi,  mediante  quelli  dell'  equa- 
zione differenziale,  con  un  numero  finito  delle  me- 
desime operazioni. 

Le  equazioni  di  Riccati  considerate  nei  §§.  pre- 
cedenti, sono  integrabili  algebricamente  quando 
sono  soddisfatte  le  indicate  condizioni  di  integra- 
bilità. 

Io  ho  trovato  una  estesa  classe  di  equazioni  di 
Riccati  che  si  integrano  algebricamente,  cioè  che 
si  integrano  risolvendo  un'  equazione  algebrica  di 
3.°  grado.  (Rend.  Ist  Lomb.  (2),  t.  XXXVI,  1903, 
p.  322). 

ToU  c'iKfi.zionL  sono  del  seguente  ii])o  f/enerale: 


1 

•> 

2p 

•^ 

v 

r 

-V 

'•5  7. 

'/^   r' 

:^'y, 

rV        -'A 

'  r  /- 

FjIU azioni  ili  liicraii.  2(55 


in  cai  f,  ^,  X  sieno  f nazioni  (/ualanque   di  x,  colle 
òo/e  condizioni,  che  non   sieno  naturalmente  zero  i 

coefficienti   di   -—,  e  di  //-'  nello  sviluppo  del  pre- 
a  00 

cedente  determinante. 

Questa  equazione  di  Riccati  Ita  per  inieijrali  piar- 

ticolari  le  tre  radici  dell'equazione  algebrica: 

z'  +  ?  .  ■^''  +  '^  '  ^  +  )C  =  0 
la  quale  ha  radica  distinte  perchè  il  suo  discriirii- 

iiant(i  è  precisamente  il  coefficiente  -di    ,       nel  sud- 

'       ■  d  cv 

detto  determinante. 

Nella  classe  precedente  di  equazioni  di  Ciccati 
rientra  un'equazione  studiata  da  Cayi.ky  (Messenger 
of  Malli.  (2),  t.  IV,  1875,  p.  G9,  110,  t.  VI,  1870, 
p.  2!);  Math.  Papers,  Cambridge  1896,  t.  IX,  p.  211,, 
25;{,  t.  X,  p.  2i)  e  da  Daiusoi  \  iCollrctnncd  Mailicìn. 
ili  Mei)).  C/iclini,  MctliDlaui  IN'SI,  p.  P.)l);,  (!  che  si 
presenta  nella  teoria  della  traslVìrniazione  delle  l'un- 
zioni ellittiche. 

Essa  è: 

<  )i'a  ([uesta  si  ottien{3  dalla  prcccdciiif  ('(piazione 
iicnerale  prendendo  per  v  una  radice  dcH'ecpuizionc: 

z*  —  (}  z-  —  i-  xz  —  '.\  =  0 

e  iiioUi't',  : 

r  " 
3 


-^)*>  K<iti(i:i()iii  (li  Uicc/iii. 

Il  calcolo  a  ciò  relativo  si  trova  nel  mio  citato 
lavoro. 

L'equazione  di  Caylkv  resta  dunque  risoluta  cer- 
cando le  tre  radici  di: 

in  cui  f  sia  a  swi  rolla  un(t  delle  rudici  della  equa,- 
zione  biquadratica  suindicata. 
Ponendo  invece  : 

'^-0  ,  ^  =  -  12  ,  x=:-8a; 

si  ha  l'altra  equazione  : 

;i  (a;-  —  \)  '  i'[  +  //-  —  X  II  —  8  =  (I, 

che  presenta  una  grand''  atuilDiiia  cun  quella  di 
(^\YL^;y,  e  che  è  intei;rata  nei  solito  modo  mediante 
le  tre  radici  deirequazione  cubica: 

§.  IBO. 

L'cfjuazione  : 

P  (he  4-  Q  dii  4-  R  ixdii  —  V  dx)  =  0 

dove  /'  ,  (j  sono  oìììoqcnrr  di  dirado  /^  e  1\  ('  omo- 
genea   di    ii'rado  7,  ponendo: 

.r 

(mI  eliminando  la  varial)ile  //  si  riduce  ad  una  equa- 
zioni; d<d   tipo  di   l}i:uNori.Li  : 


dx  ^  ^ 


I\(iiia:t().nc   ili  .ìdcohi. 


26: 


§   161. 

Si  (lice  ('({iiazioiK!  (li  Jacoiu  la  seguente: 
(A  +  A'  iu  +  A"  //)  {X  (l  II  —  //  (ì  x)  — 
-{B-\-  ir  X  +  ir  ij)  (ì  II  +  (C  H-  e  a;  e  ,y)  d  X  =  0. 
Colle  sostituzioni: 

,'/  =  t'  +  (i 
si  possono  determinare  a,  [■i  in  modo  ohe  rcs|.r('s- 
sion<'  si  riduca  a  ([iK^lla  del  §.  precedente. 
Si  ii'oxa  che  dcxc  essere  : 


loiidc  rc(iuazionc  in  A  : 

A  ~k  A'  A" 

B  B'  -  A  B" 

C  ("  ("'  —  /, 


cIk'-  dà  il  valore  di  A  ;  dalle  relazi(ìni  precedenti  si 
detcu'uiineraimo  poi  le  a,  p. 

i<.  163. 

( J'j/i/fi:i(>/ic  ili  /OilcrDi.  —  Dal  punto  di  vista  teo- 
rico, (inaiid"  in  inriMiua/ioiic  dilTerciizialc  le  \aria- 
liili  soih)  separale  allora  il  proWlenia    dell' uiLegra- 


2()8  l'.'</ii(t:i<)/i('  (lì  l-'.iilvro. 


zione  è  ridotto  alle  quadrature,  e  quindi  è  teori (Vil- 
mente risoluto.  Ma  dal  punto  di  vista  pratico  la 
cosa  è  diversa,  perchè  può  accadere  che  le  singole 
quadrature  non  si  possano  o  non  si  sappiano  cal- 
colare mediante  le  funzioni  ordinarie,  eppure  l'in- 
tegrale dell'equazione  differenziale  si  possa  espri- 
mere mediante  le  funzioni  ordinarie. 

Un  esempio  di  ciò  ci  è  fornito  dalla  equazione 
di  Eulero  che  si  può  sempre  ridurre  alla  forma: 

dx  d  u 

v//(^r)^\//(y) 
dove  : 

f{x)={i-x'')  a-i^x"). 

Ora  in  questa  equazione  le  variabili  sono  sei)a- 
rate;  ma  le  quadrature  cui  quell'equazione  darebbe 
immediatamente  luogo  sono  integrali  ellittici,  e 
quindi  non  esprimibili  mediante  le  funzioni  or<]i- 
narie;  si  avrebbe  cioè  l'integrale  della  e(]uazi(ine 
differenziale  espresso  mediante  funzioni  cUittiche. 

Invece  si  può  mostrare  che  l' integrale  di  quella 
equazione  è  un  integrale  algebrico,  cioè  una  rela- 
ziene  algel)rica  fra  x  e  ij. 

Ponendo  : 

dx 

, ^^  d  a 

'I  lì 

—  d  r 


sai-a 


d  V  =  —  </  Il 


l'jjiucionc  (il  laniero.  2G9 


'^,  —  '^.=-^m 


Di  (jiii  si  ha: 

d-  X        fi     ,-rr-, —  d  X 

-.  \/7(5j  ~  v/./(  '  )  --■>/rx'-(:  +  /.')  oc 

« 

fi-  ,r  fi-  ij  ,  , 

V        „  —  .r      •'  -=  2  A  -  X  ij  (x-  —  IJ-) 

(I  iir  (1  II- 


d-  X  (P  ij 


o  /■.         /da)  (1  ij\ 

"^'-'^n'^di.-^^du) 


d  X  d  li  1  —  k-  x'  ij- 

fi  a  fi  u 


0  inteiiTando  si  ha  : 

d  X      ^d  y 

cost. 


Il  ~j X   , 

'^  d  u         fi  u 

1  —  k'^  x^  if 
cioè: 


.'/  \/  f  {'f')  +  X  v//(//)  =  c{\  —  /.  -  X-  if) 

('ho,  rai)|>r(;s(Mila  T  iiih^iiralt*    d»»!!' (M|iiazi*Hi('   data,  «' 
che,  come  si   xcilc,  e  ali^clirifo. 
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§.  163. 

Una  cosa  perfettamente  analoga   si    venfica    per 
l'i'ijuazione  : 

dx  d  i]      ^ 

che  si  ricaverebbe  dalla  precedente  per  k  =  0. 
L'intei^rale  sotto  forma  trascendente  è: 

are  sen  x  -f-  are  sen  y  =  C] 

ma  si  può  trovare  una  relazione  aì(/ehrica  fra  '•  e  // 
e  che  rai)presenta  anche  l'integrale  di  quella  (upia- 
zione.  Infatti  calcolando  il  seno  del  primo  e  se- 
condo membro  si  ha: 

X  \/  l  —  y~  -\-  y  \/  ^  —  x-  =  sen  C  =  e 

e  (juesto  si  ottiene  appunto  ponendo  A^  =  0  nell'in- 
t(;Lj;i'a](^  algebrico  deir(M[uazion(^  (b  Ki^lkho. 


Dktkrmixam'i   W'ronskiam. 
§.  164. 

Si  sa  (^he  -la  condizione  necessaria  e  sufficiente 
jxi'clic  fra  n  bmzioni  ij^...ijn  di  una  variabile  .»•, 
esista  una  relazione  lineare  omogenea  a  codìiricnti 
costauli  e  clu'  il  determinante  Wi'onskiauo  delle  // 
funzioni  sia  idetiti(\'unent<'  zei-o. 

Questa  eondizione  e(|iii\ale  a  (|iieir  altra  (\.  ima 
mia  Nota  iii.W//.lr'r.  ili  l'i)!  Ilio. [.  \Lb  litO'i,  p.  10.^1): 
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rh<',  sia  zero  la  somma  aì(/ebrica  col  ser/ni  aliernaii 
(lei.  prodotti  (li  ciascuna  funzione  per  l'integrale  del 
irronsl^iano  di  tutte  le  altre,  intendendo  che  tale 
somma  sia  da  reputarsi  zero  quando  sia  possibile 
determinare  in  essa  le  costanti  arbitrarie  d'inte- 
li  l'azione  in  modo  che  essa  sia  zero. 

Indicando   con   wi  il  \vronskiano  delle  ij^--iji-\ 
iji^\---ijn,  dalla  relazione: 

(i)  ì  i-iy-UjAwidcr: 

con  siH'ci^ssivc  derivazioni,  e  coli' osservare  che  è 
idcnlicamenlc  : 

1(—  1/-'  in'  fr;  ={) 

1{-  ly-'/y,'  (ri  =  {) 


0 


si  dcilucono  1(5  equazioni: 
^                           l(-[y--Uj,'  ^w,dr.^O 
'      (2)  


V(_!y-ly^  (-'-!)    \^  fr;  fi. Vr^-0 

e  da  (jiiesle  colla  (I)  si  ricji.va  clic  (>  (^ijiialc  a  zero 
il   dct'M'iiiiuaiitc  fr  (li   tulle   !(>   :. 

N'ieeversa  supposto  //^  rr=  0,  se  ne  de(liiee; 

'■l)  ll„   =     ^     Ci  IJ;  (Ci  —  cosi.) 

/        1 

doiid(3  : 

fri  ^{~  !;"-'■-  1  Ci  fr„ 
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e  perciò  il  primo  membro  di  (1)  si  riduce  a: 

che  ò  zero  in  forza  di  (.'^). 

F(ìrmiamo  un'o(iiiazione  ditferenziale  lineare  omo- 
^lenca  di  or(lin(i  it  avente  per  integrali  particolari 
le  ijy--  ijn  e  av(ìnte  eguale  al  il  coeflicient(;  di  ii^"\ 
e  indi  t'ormiamo  l'altra  equazione  non  omogenea 
avente  lo  stesso  primo  membro  della  precedente, 
e  il  secondo  membro  eguale  a  in. 

ì\  tacile  vedere  che  l'integrale  generale  dell'equa- 
zione non  omogenea  è  dato  dall'integrale  generale 
dell'equazione  omogenea  più  il  primo  membro  della 
relazione  (1);  cìn  si  verifica  subito  osservando  che 
la  derivata  n'""  del  primo  membro  di  (Ij  e  (hda  da: 


w-^  1  (—  ly-^iji  ^")  {wi 


'I  X 


0  che  le  derivate  precedenti  sono  espresse^  dai  primi 
membri  di  (2). 

Se  dimque  il  w  r  diverso  da  zero,  la  seconda 
(MI nazione  differenziale  e  essenzialmente  non  omo- 
(je/ica,  e  perciò  il  suo  integrale  generale  non  pu<') 
essere  omogeneo  nelle  costanti  arbitrarli;,  onde 
non  \)\]n  a\t'r  luogo  la  (I;;  se  invece  è  ir  =  i)  al- 
lora la  scmiida  ('(inazione  dilTerenziale  è  la  stessa 
della  prima,  e  perciò  d(^ve  V(;rilìcarsi  la  (I).  Cosi  d 
Icor.'.ma  rcsLa  ;:iiardalo  <la  un  altro  pimi  >  di   \isLa. 
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§.  165. 


Ponendo  : 


Ui  =f{x) 
il  determinante  wronskiano  diventa  : 


/'      /" 


f(n) 


J^(H-ì)J'(n)  ^  ^  ^    f{2n-2) 

Consideriamo  ora  l'equazione  differenziale  di  or- 
dine 2n  —  2. 

w  =  o. 

Qual'è  il  suo  integrale  generale? 

Come  si  sa  dalla  proprietà  del  Wronskiano,  l'an- 
nullarsi di  w  è  condizione  necessaria  e  sufficiente 
perchè  fra  /,  /',...  Z^**"^^  sussista  una  relazione  li- 
neare a  coefficienti  costanti,  cioè  una  relazione 
della  forma  : 


(1) 


«^i/4-«./'H-.--  +aH/<'^-i)=0 


le  a  essendo  costanti  qualunque. 

D'  altra  parte  si    sa    che    l'integrale  generale  di 
quest'ultima  equazione  è  della  forma: 


Pascal. 


+  C„_i e 


18 
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dove  le  e  sono  costanti,  e  le  a  sono  anche  costanti 
e  radici  dell'equazione  algebrica: 

(3)  «i-f  a,  ^  +  ..  .+a^^"-i=0, 

onde  possiamo  dire  che  (2),  contenente  appunto 
2n  —2  costanti,  rappresenta  1'  integrale  generale 
dell'  equazione  differenziale  w  =  0. 


§.  166. 


Poniamo  ora: 


_df{xij) 


^2   = 


dy 


.yn=- 


d-V(^y) 


d  [/»-! 
Il  determinante  w  diventa: 

d  f  d--'  f 


rc  = 


df        cPf 

d\f 

d  OC       dxdy  '  '  ' 

dx  dy  ™-i 

dn-lf          d-f   ' 

d2n-2/ 

I    d  x"-'  d  x"-i  dy'  '  '  d  .r"-^  d  y  "-^ 

Che  cosa  esprime  l'annullarsi  identico  di  questo 
determinante? 

Ragionando  come  nel  §.  precedente  si  ha  che  fra 
la  /  e  le  sue  derivate  rispetto  ad  y  deve  sussistere 
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una  relazione  lineare  omogenea  e  coefficienti  co- 
stanti rispetto  ad  ./■  cioè  funzioni  di  sola  z/  : 

^°^  ^  d  ij    ^  dij^-^ 

L' integrale  generale  di  questa  equazione  ditl'e- 
renziale  lineare  è  del  tipo: 

{■!)  /=  ?x  (•^)  'l^l  ([/)  +  ....  +  ?n-l  {X)  ^n-l  {y) 

(love  le  (j*  sieno  integrali  particolari;  onde  ne  de- 
duciamo che  la  condizione  necessaria  e  sufficiente 
perchè  la  /  sia  esprimibile  sotto  la  forma  (2),  cioè 
come  somma  di  prodotti  di  funzioni  di  sola  .r  per 
funzioni  di  sola  ij,  è  che  sia  zero  il  determinante 
w  scritto  al  principio  di  questo  paragrafo. 

L'espressione  (2)  rappresenterebbe  l'integrale  ge- 
nerale (con  2n  —  2  funzioni  arbitrarie)  dell'equazione 
a  derivate  parziali  di  ordine  2n  —  2y  e  a  due  va- 
riabili, w  =  0. 

Sulle  applicazioni  di  questo  risultato  v.  Stephanos 
Rend,  Cir.  mat.  di  Palermo,  i.  XVIII,  1904. 


900    ^J^ 


gflti^ 


tvti' 


PUBBLICATI 


AL   V    AGOSTO    1908 


^^^V^V^KK^TJB^TS^T^^aL 


I  libri  sì  spediscono  franco  dì  porto  nel  regno 
dietro  semplice  invio  di  cartolina  vaglia. 

Le  spedizioni  sono  sempre  fatte  con  cura  ed 
esattezza  ma  i  libri  non  raccomandati  viag- 
giano  a   rischio  e  pericolo  del   committente. 

Per  riceverli  raccomandati  —  onde  evitare 
smarrimenti  —  aggiungere  Cent.  SS  in  più. 

Sì  fanno  anche  spedizioni  per  assegno  ma 
siccome  le  spese  d'assegno  sono  ingenti,  è 
meglio  di  inviare  sempre  l'importo  anticipato 
con  cartolina  vaglia. 
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Disposti  in  ordine  alfabetico  per  materia. 


i^B9ir»zione  «legril  aiilniall  «lomeit^ticl,  del  Dott. 
U.  Barpi,  di  pag.  xvi-372,  con  168  incisioni.        .        .        .    4  — 

Abitazioni  —  vedi  Casa  avvenire  -  Città  moderna  -  Fabbricati. 

Abitazioni  popoisti^i  (Le)  Case  operaie  dell' Ing.  E. 
Magrini,  di  pag.  xvi-312  con  151  incisioni    .        .        .        .     3  50 

Abiti  pei»  «)i;;-tior».  L'Arte  del  taglio  e  la  confezione 
d'abiti  per  signora.  Manuale  teorico-pratico  ad  uso  delle 
Scuole  Normali  e  Professionali  femminili  e  famiglie,  di 
E.  Bonetti,  di  pag.  xx-296  con  55  tavole,  31  figurini  e 
diversi  prospetti  per  ingrandimento  e  impicciolimento 
dei  modelli 4  — 

—  Vedi  Biancheria. 

Abiti  per  uomo  —  vedi  Sarto  (Manuale  del). 

Abbreviature  —  tedi  Dizion.  abbreviature  —  Dizion.  stenografico 

Acciaieria  —  vedi  Stampaggio  a  caldo  e  boUoneria. 

Acetilene  (L')  di  L.  Castellani,  2»  ediz.  di  pag.  xvi-164    2  — 

Aceto  —  vedi  Adulterazione  vino  -  Alcool  industr.  -  Distillaz.  legno. 

Acido  solforico,  aclrto  nitrico,  Holfato  io- 
dico, acido    niui'iatico  (Fabbricazione  dell'),  del 

f   Dott.  V.  Vender,  di  pag.  viii-312,  con  107  incisioni       .        .    3  50 

Acquavite  —  vedi  Alcool. 

Ac<|ne  (Le)  minerali  e  termali  del  Kes^no  «l'I- 
talia,)  di  L.  Tigli.  Topografia  -  Analisi  -  Denomina- 
zione -  Malattie  -  Stabilimenti  e  loro  proprietari  -  Ac- 
que e  fanghi  in  commercio  -  Negozianti,  di  pag.  xxii-552    5  50 

Acquerello  —  vedi  Pittura  ad  olio,  ecc. 

Acrobatica  e  atletica  di  A.  Zucca,  di  pag.  ,xxx-267, 
con  100  tavole  e  42  incisioni  nel  testo 6  50 

Acustica  —  vedi  Luce  e  suono. 

Adulterazioni  e  falHificaizioni  (Dizionario  delle) 
de;:;li  alimenti,  di  G.  Gabba  (in  lavoro  la   2*    ediz.). 

Adultersfczi<»ni  (Le)  del  vino  e  dell'aceto  e  mezzi 
come  scoprirle,  di  A.  Aldi,  di  pag.  xii-227,  con  10  incis.    2  50 

A^ricoltoi*e  (Prontuario  dell')  e  dell'ingegnere  rurale, 
di  V.  Niccoli,  4»  ediz.  riveduta  e  ampliata,  (li  pag.  xl-566, 
con  41  incisioni 6  — 

AjB^ricoltore  (Il  libro  dell')  Agronomia,  agricoltura, 
industrie  agricole  del  Dott.  .  Bruttim,  2»  ediz.  con  ag- 
giunte, di  pag.  XXIII-44G.  con  303  figure.  .        .        .    3  50 

A^rimenHiirat  (i:iemeuti  di),  con  speciale  riguardo 
all'insegnamento  nelle  Scuole  di  agricoltura  ed  ai  biso- 
gni pratici  dell'  agricoltore,  di  S.  Fkrreri  Mitoldi,  di 
pag.  xvi-257,  con  183  incisioni  e  una  tavola  colorata      .    2  50 

A;:rronomia,  del  Prof.  Carega  di  Muricce,  3»  ediz.  ri- 
veduta ed  ampliata  dall'autore,  di  pag.  xii-210.        .        .     1  50 

Agronomia  e  asrricoltii rtt  moderna,  di  G.Sol- 
DANi,  3»^  ediz.  di  pag.  viii-41H  con  13 1  ine.  e  2  tav.  cromolit.    3  50 
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Agmiinl  (Coltivazione,  malattie  e  commercio  degli),  di 
A.  Alci,  con  22  ine.  e  5  tav.  cromolit.,  pag.  xii-23«  .        .    3  50 

Alcool  (Fabbricazione  e  materie  prime)  di  F.  Canta- 
MESSA,  di  pag.  xii-307,  con  24  incisioni 3  — 

Alcool  ItMluHti'Ial'e,  di  G.  Ciapetti.  Produzione  del- 
l'alcole industriale, applicazione  alla  fabbricazione  dell'a- 
ceto e  delle  vinacce,  alla  produzione  della  forza  motrice, 
al  riscaldamento,  ecc.  con  105  illustraz.,  di  pag.  xn-262.    3  — 

—  vedi  Birra  -  Cantiniere  -  Cognac  -  Distillazione  -  Enologia 
-  Liquorista  -  Mosti  -  Vino. 

AlcooliHino  (L')  di  G.  Allevi,  di  pag.  xi-22l  .        .    2  — 

AIe:el»i*»  coniplenieiit«i*e,  del  Prof.  S.  Pincherle: 

Parte  1.  Analisi  algebrica  2»  ediz.  di  pag.  vin-174       .    1  50 
Parte  II.  leona  a.  equazioni,  2^  ediz.,  di  p.  iv-16,  4  ine.    1  50 
Al^el>i*u  elenientni^e,  del  Prof.  S.  Pinciieule,  9»  ediz. 
riveduta  di  pag.  vni-210  e  2  incisioni  nel  testo  .        .        .    1  50 

—  (EHCfciasI  *ll),  del  Prof.  S.  Pincherle,  di  pag.  vni-135    1  50 
Alighieri  Dante  —  vedi  Dantologia  -  Divina  coraraedia. 
Alinientnzione*  di  G.  Strafforello,  di  pag.  viii-122 .    2  — 
Alimentazione  tlel  l>e*4tluine,  dei  ProiT.  Menozzi 

e  Niccoli,  di  pag.  xvi-400  (la  2»  ediz  è  in  lavoro). 

Alimenti  —  vedi  Adulterazione  degli  -  Aromatici  -  Conserv.  so- 
stanze aliment.  -  Bromatologia  -  C4astionomo  -  Pane. 

Allattamento  —  vedi  Nutrizione  del  bambino. 

Alll$u:r<^xi4>i>^  (Tavole  di)  pei»  l'oro  e  pei»  l'«i»- 
greiito  con  esempi  uratici,  di  F.  Buttahi.  di  pag.  xii-220    2  50 

—  vedi  Leghe  -  Metalli  preziosi. 

Alluminio  (L')  di  C,  Fohmenti,  di  pag.  xxviii-.'^24   .        .    3  50 
Aloe  —  vedi  Prodotti  agricoli. 

Alpi  (Le)  di  .1.  IUll,  trad.  di  I.  Cremona,  di  pag.  vi-120  .    1  50 
Alpinl«4mo,  di  (i.  Bhochkrel,  di     ag.  viii-312  .        ,        .    3  — 

—  vedi  Dizionario  alpino  -  Infortuni  -  Prealpi. 
Amalgamo  —  vedi  Alligazione  —  Leghe  metalliche. 
AmMtoi*e  (L')  di  o;::^ett.i  cl'aki'te  e  «li  eui*Ìo*4ÌÉsi, 

di  L.  De  Mauri  (Pittura  -  Incisione  -  Scoltura  in  avorio 
-  Piccola  scoltura  -  Mobili  -  Vetri  -  Smalti  -  Orologi  - 
Armi,  ecc.).  2»  ediz.  aumentata  e  corretta, di  pag.  xv-720, 
con  100  tavole  e  280  incisioni  nel  testo        .        .        .        ,  10  50 

Amianto  —  vedi  imitazioni. 

Amido  —  vedi  Fecola. 

Ampelo;?i*nfi»,  descrizione  uc'.Io  migliori  varietà  di 
viti  per  uve  da  vino,  uve  da  tavola,  porta-innesti  e  pro- 
duttori diretti,  ili  G.  Molon,  2  volumi  inseparabili,  di 
pag.  XLiv-124;5  in  busta       ....  ...  18  — 

—  vedi  Viticoltura. 

Anagrammi  —  vedi  Enimmistica. 
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Annli«4i  eliiniics»  <|iisilÌt»Él>'n  di  sostanze  minerali 
e  organiche  e  ricerche  tossicologiche,  di  P.  E.  Alessan- 
dri, 2*  ediz.  di  pag.  xii-384  con  14  incisioni  e  5  tavole     .    5  — 

Analisi  dì  sostanze  alimentari  —  vedi  Bromatologìa  -  Chimica 
applicata  all'lpiene  -  Igienista. 

AnstliHi  tlelle  urine  di  F.  Jorio  (vedi  Urina). 

—  vedi  Chimica  clinica. 

Ans%liii4i  del  vino,  ad  uso  dei  chimici  e  dei  legali,  di 
M.  Bartii,  traduz.  di  E.  Comboni,  2*^  ediz.  di  d.  xvi-140    .    2  — 

AnaliHi  volunietrlcst  applicata  ai  prodotti  commer- 
ciali e  industr.  di  P.  E.  Alessandri  di  p.  x-342,  con  incis.     4  50 

Ananas  vedi  Prodotti  agrricolj.| 

Anutomisft  e  llHiolottrIa  comparate,  di  R.  Besta, 
2°  ediz.  riveduta  di  pag.  vii-229  con  59  ine.        .        .        .     1  50 

Anatomia  inicrowcopica]  (Tecnica  di),  di  D.  Ca- 
RAZZi,  di  pag.  XI  211,  con  5  ine 1  50 

Anatomia  pittoi^ica  (Man.  di),  di  A.  Lombardini, 
3»  ed.  per  cura  di  V.  Lombardini,  di  p.  xii-195  con  56  ine.    2  — 

Anatomia  topo^i*aliea,  di  C  Falcone,  2&  ediz.  ri- 
fatta di  pag.  xi-tj25,  con  48  incis 6  50 

Anatomia  ve^yetale,  di  A.^Tognini,  p.  xvi-274,  41  ine.    3  — 

Animali  da  c*ov>tile.  Polli,  laraone,  tacchini,  fagiani, 
anitre,  oche,  cigni,  colombi,  tortore,  conigli,  di  F.  Faelli, 
di    pag.    xvni-372,   con    56  incis.  e  19  tav.  color.        .        .    5  50 

Animali  domestici  —  vedi  Abitazione  degli  -  Cane  -  Cani  gatti 
-  Cavallo  -  Maiale  -  Razze  bovine,  ecc. 

Animali  (Gli)  i>ai*aN«4iti  dellHiomo,  di  F.  Mer- 
canji,  di  pag.  iv-179,  con  33  incis 1  50 

Antieliita  ;s:i'eelie,  |Hil>l>IÌclie,  waefe  e  pri- 
vate di  V.  Inama,  2"  ediz.,  pae.  xv-224.  19  tav  e  8  incis.    2  50 

Antieliita  privare  «lei  romani,  di  N.  Moreschi, 
3*  ed.  rifatta  del  Manuale  di  W.  Kopp,  p.  xvi-181,  7  ine.    1  50 

Antieliitit  |»iil»l>lielie  rommie,  di  J.  G.  Hubert, 
rifacimento  delle  antichità  romane  pubbliche,  sacre  e 
militari  di  W.  Kopi>,  trad.  di  A.  Wittgkns,  di  pag.  xiv-324    3  — 

Antisettici  —  vedi  Medicatura  antisettica. 

Ant<»lo;rist  «Mteno^rafiea,  di  E.  Molina  (sistema  Ga- 
belsberger-Noe),  di  pag.  xi-l99 2  — 

Antrop<»lo^ia,  di  G.  Canestrini,  3»  ediz.,  di  pag.  vi-239 
con  21  incisioni 1  50 

Antro|>olo;fÌa  criminale  (I  principi  fondamentali 
della)  (juida  jjer  i  giudizi  medico-forensi  nelle  qui.stioni 
di  imputabilità  di  (1.  Anto.mni,  di  pag.  viii-167.        .        .     2  — 

—  vedi  Psichiatria. 

Anti*o|»<».metria.  di  II.  Livi,  di  pag.  vin  2.37,  con  .32  ine.    2  50 
Apieolturs»,    di    G.    (Canestrini,   5"^    ediz.    riveduta,    di 
pag.  iv-215,  con  21  incisioni 2  — 
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Ai*abo  iMirlrtto  (L')  in  Egitto,  grammatica,  frasi,  dia- 
loghi e  raccolta  di  oltre  tìOOl)  vocaboli,  di  A.  Nallino, 
pag.  xxviii-386       '  4  — 

Ai*sfcl<liC2&  (Grammatica),  ad  uso  degli  italiani,  compi- 
lata da  F.  TniBOLATi,  4»  ediz.  con  introduzione  ed  agg. 
di  G.  Ckollalanza,  di  pag.  xi-187,  con  274  incisioni        .     2  50 

—  vedi  Vocabolario  araldico. 

Ai*»lclie»  Zootecnie»  di  E.  Ganevazzi.  I  libri  geolo- 
gici degli  animali  domestici.  Stud  -  Herd  -  Flock  -  Books. 
1904,  di  pa-    six-342;  con  43  incisioni  .        .        .        .    3  50 

Aranci  —  tea.  Agrumi. 

Ai*azzo  (I  'arte  dell')  (Gobelins),  di  G.  B.  Rossi,  con  pre- 
fazione di  U.  Ojetti,  di  pag.  xv-239,  con  130  illustraz.     .    5  — 

Arclieolos::ia»  e  storiti  clell^ui*te  s^feax,  di  I.  Gen- 
tile, 3»  ediz.  rifatta  da  S.  Ricci,  di  pag.  xlviii-270  con 
215  tav.  aggiunte  e  inserite  nel  testo 11  50 

Ai*cheolOisrl»  e  *^tnw*lsk  clell*sfci*te  itsilic»,  etni- 
sca e  i*oni»n».  Un  voi.  di  testo  di  pag.  xxxiv  346 
con  96  tav.  e  1  voi.  Atlante  di  79  tav.  a  cura  di  S.  Ricci    7  50 

Ai*cliitettiii*s%  (Manuale  di)  lts»liaiia«  antica  e  mo- 
derna, di  A.  Melani,  4<^  ed.  136  tav.  e  67  ine.  p,  xxv.559  .    7  50 

Archivista  (L'),  di  P.  Taddei.  Manuale  teorico-pratico 
di  pag,  vili  486  con  modelli  e  tabelle 6  — 

Arenoliti  —  vedi  Mattoni  e  pietre. 

Argentatura  —  vedi  Galvanizzazione  -  Galvanoplastica  -  Galva- 
nostegia -  Metallocromia  -  Metalli  preziosi  -  Piccole  industrie. 

Ai^iSrentiiia  (La  repuounca;  nelle  sue  fasi  storiche  e 
nelle  sue  attuali  condiz.  geografiche,  statistiche  ed  eco- 
nom.  di  E.  Colombo,  di  pag.  xii-331)  con  1  tav.  e  1  carta    3  50 

Argento  —  vedi  Alligazione  -  Motalli  oreziosi  -  Leghe. 

Aritmetica  pratica,  di  F.  Panizz.v,  2»  ediz.  riveduta, 
dì  pag.  viii-188 I  50 

AritmetiCJt  ragionale,  r.  f  anizza.  4"'  ediz.,  p.  xu-210    1  50 

—  (Esercizi  (Vi),  di  F.  Panizza,  di  pag.  viii-150        .        .        .     1  50 
Aritmetica  (L')  e  la  C-eometria  «iell*o|>erakio, 

per  le  Scuole  professionali,  d'arte  e  mestieri,  ferroviarie, 
ad  uso  degli  operai  e  caiìi  operai  di  E.  Giori.i  .Seconda 
ediz.  rifatta  e  ampliata,  di  pagine  xii-228,  con  76  fiigure  2  — 
Armi  aiitictae  (Guida  del  raccoglitore  e  dell'amatore 
di)  J.  Geli  L  di  pag.  viii-.389,  con  9  tavole,  432  incisioni 
e  14  tavole  di  marche 6  50 

—  vedi  Amatore  d'o?getti  d'arte  —  Storia  dell'arte  militare. 
Armonia,  di   G.  Bernardl  2»  ediz.  con   prefazione    di 

E.  Rossi,  di  pag.  xx-3.38 3  50 

ArottiaUici   e"  .Xervini    iiell'  allmeiitazi<»iie.  I 

Condimenti.  L'Alcool  (vino,  birra,  liquori,  rosolii,  ecc.). 

Caffè,  Thè,  Mate.  Guaranà.  Noce  di  Kola,  ecc.  -  Appendice 

sull'uso  del  Tabacco  da  fumo  e  da  naso,  di  A.  Valenti  3  — 
Arte  (Storia  dell')  —  vedi  Storia  dell'arte. 


6  ELENCO  DEI  MANUALI  HOEPLI 

L.  C. 

At*te  clecoi*at,lvn  nntica  e  iiiocIei*iin.  (Manuale 
di),  di  A.  Melani,  2»  ediz.  rinnovata  nel  testo  con  molte 
incisioni  nuove,  1907,  di  pag.  xxvii-551,  con  83  incisioni 

intercalate  nel  testo  e  175  tavole 12  — 

La  prima  edizione  comparve  col  titolo:  Decorazioni  e  indu- 
strie artìstiche. 

Avte  del  dli^e  (L't,  di  D.  Ferbari.  Manuale  di  retto- 
rica  per  lo  studente  delle  Scuole  secondarie.  G"^  ediz. 
corr.  pag.  xvi-358  e  quadri  sinottici 1  50 

Arte  delln  nienioi*ia  (L'),  sua  storia  e  teoria  (parte 
scientifica).  Mnemotecnia  Triforme  (parte  praticai  di 
B.  Plebani,  di  pag.  xxxii-224  con  13  illustrazioni      .        .    2  50 

Arte  militare  —  vedi  Armi  antiche  -  Esplodenti  -  Nautica  -  Sto- 
ria dell'. 

Arte  mineraria  —  tedi  Miniere  (Coltivazione  delle)  -  Zolfo. 

Arti  (Le)  ^rulìclie  f<»tonieccaiticlie,  ossia  la  Elio- 
grafia nelle  diverse  applicaz.  (Folozincotipia,  fotozinco- 
grafia, fotocromolitografia,  fotolitografia,  tricromia,  ecc.), 
con  un  Dizionarietto  tecnico  :  3*  ediz.,  di  pag,  xvi-238    .    2  — 

A•^ftUto  (L'),  fabbricazione,  applicazione,  di  E.  Righetti 
con  22  incisioni,  di  pag.  viii-152 2  — 

AN*i4leui>»zioiie    ib  ^eiter»le,  U.  Gobbi,  di  p.  xii-308    3  — 

AM!>4Ìetii's«zioiie  hibIIsi  vita,  di  C.  Pagani,  di  p.  vi-ltìl     1  50 

A«4MÌetii'azioiti  (Le)  e  la  Ntiiiia  dei  «Ialini  nelle 
aziende  rurali,  con  appendice  sui  mezzi  contro  la  gran- 
dine, di  A.  Gapilupi,  di  pag.  viii-284,  17  incisioni      .        .    2  50 

A^NlHteitza  de^l*  infei*nii  nell*  ospedale  ed 
In  taiiii^-lia,  di  C.  Galliano,  2»  ediz.,  p.  xxiv-448,  7  tav.    4  50 

AM«<Ì!-iteiiza  dei  pazzi  nel  niatniconiio  e  nella 
laminila,  di  A.  Piehaccini  e  prefazione  di  E.  Morsei  li, 
2»  ediz.,  pag.  xx-279 2  50 

Astrologia  —  vedi  Occultismo. 

Astronomia,  di  J.  N.  Lockyer,  nuova  versione  libera 
con  note  ed  aggiunte  di  G.  Geloria,  5*  ediz.  di  p.  xvi-255 
con  54  incisioni 1  50 

—  vedi  Gravitazione. 

A»4trononiia  (L')  nell'antico  testamento,  di  G.  V.  Schia- 
parelli,  di  pag.  204 1  50 

A»4trononiia  nautica,  di  G.  Naccari,  di  pag.  xvi-320, 
con  45  incis.  e  tav.  numeriche 3  — 

Atene,  Brevi  cenni  sulla  città  antica  e  moderna,  seguiti 
da  un  saggio  di  Bibliografia  Numismatica,  di  S.  Ambro- 
soLi,  di  pag.  LV-170,  con  22  tavole 3  50 

Atlante  ^eo^radico-i^toi'Ieo  ^  ^Italia,  di  G.  Ga- 
ROLLo.  24  tav.  con  pag.  vin-67  di  testo  e  un'appendice  .    2  — 

Atlante  ^eo;?rafioo  nniverHale,  di  R.  Kikpert, 
26  carte  con  testo,  (ili  slati  della  terra  di  G.  Garollo. 
10*  ediz.  (dalla  91.000»  alla  100.000»  copia)  pag.  viii-88      .    2  — 

Atlante  numismatico  —  vedi  Numismatica. 

Atletica  —  vidt  Acrobatica. 

Atmosfera  vedi  Igroscopi  e  igrometri. 
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AttreacjBsttiiB'n,  mntiovrst  navale,  MejsrnsUa- 
zloiii  ina^i^ittiine  e  Dizionni*ietto  di  MatWii», 

di  F.  Imperato,  3^1  ediz.  di  pa^    xx-751,  con  427  incis.  e 

28  tav.  in  crom.  e  le  bandiere  maritt.  di  tutte  le  nazioni    7  50 

Auto^i*s»fi  (L'amatore  d'),  di  E.  Buuan,  con  361  facsi- 
mili  di  pag.  xiv-  426 4  50 

AutOiQ:i*»H  (Raccolte  e  raccoglie  di)  in  Italia,  di  C.  Yan- 
BiANCHi,  di   pag.  xvr-376,   102  tav,   di  lacsimili  e  ritratti    6  50 

Autotnol»ilÌHtst  (Manuale  dell')  e  ;;r(ii<la  pei  iiiec- 
canlcl  eoiititittot*!  d^atitonioltili.  Trattato  sulla 
costr.  dei  veicoli  semoventi,  per  gli  automobilisti  italiani 
amatori  d'automobilismo  in  genere,  inventori,  dilettanti 
di  meccanica  ciclistica,  automobile,  colle  norme  pel 
compratore  di  automobili,  di  G.  Peuuetti.  3**  ediz,  inte- 
ramente rifatta,  di  pag.  xx-900,  con  984  illustraz,  nel 
testo  ed  un  modello  scomponibile 9  50 

Automobili  —  vedi  Chauffeur  -  Ciclista  -  Locomobili  -  Motociclista 

-  Trazione  a  vapore. 

Av»i*ie  e  Hini*4ti*i  marittimi  (Manuale  del  regola- 
tore e  liquidatore  di),  di  V.  Rossetto.  Appendice:  Breve 
dizianario  di  terminologia  tecnico-navale  e  commer- 
ciale marittimo  inglese-italiano,  di  pag.  xv-496,  25  tìg.    .    5  50 

Avicoltura  —  vedi  Animali  da  cortile  -  Colombi  -  Pollicoltura. 

Avvelenamanti  —  vedi  Analisi  chira.  -  Chimica  legale  -  Veleni. 

ISaclii  «Isa  ««età»,  di  F.  Nenci.  4»  ediz.  con  note  ed  ag- 
giunte, di  pag.  xir-300,  con  46  incis,  e  2  tav,        ,        ,        .    2  50 

ltstll>iizie  (Cura  della)  e  dei  difetti  della  pro- 
iiiiiizia,  di  A.  Sala,  di  pag.  viii-214  e  tavole  ,  .    2  — 

Balistica  —  vedi  Armi  antiche  -  Esplodenti  -  Pirotecnia  -  Sto- 
ria dell'arte  militare. 

listilo  (Manuale  del),  di  F.  Gavina,  2*  ediz,  di  pag.  vm-265, 
con  103  lìg 2  50 

Bambini  —  vedi  Balbuzie  -  Malattie  d'infanzia  -  Nutrizione  dei 
bambini  -  Ortofrenia  -  Rachitide, 

lìai*l>al>letola  (La)  da  ziiccliei*o.  Cenni  storici,  la- 
vorazione del  terreno,  concimazione,  rotazione,  semina, 
raccolta  e  conservazione,  fabbricazione  dello  zucchero, 
di  A.  SiGNA,  pag.  xii-225,  29  ine,  e  2  tav.  colorate      .        .    2  50 

—  vedi  Zucchero. 

ltattei*Ìolo;si;rÌa,  di  G.  Canestrini,  2»  ediz,  p.  x-274,  .37  ine.  1  50 
Iteneflcenza  (Manuale  della),  di  L.  Castkìlioni,  con 
appendice  sulla  contaljilità  delle  Istituzioni  di  pubblica 
beneficenza,  di  G.  Rota,  di  pag,  xvi-340  ,  ,  .  .  3  50 
IteHtianie  (II)  e  l^st^-ficoltiii'a  In  Italia»^  di  F.  Al- 
berti. 2»  ediz.  rifatta  di  U.  Barpi,  di  piig.  xu-322,  con  47 
tavole  e  118  incisioni 4  50 

—  vedi  Abitazioni  di  animali  -  Alimentazione  del  bestiame  -  Aral- 
dica zootecnica  -  Cavallo  -  Coniglicoltura  -  Igiene  veterinaria 

-  Majale  -  Malattie  infettive  -  }  clizia  sanitaria  -  Pollicoltura. 

-  Razze  bovine  -  Veterinario  -  Zoonosi  -  Zootecnia. 
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Blnncliei*ia  (Disegno,  taglio  e  confezione  di),  Manuale 
teorico  pratico  ad  uso  delie  scuole  normali  e  professio- 
nali femminili  e  delle  famiglie,  di  E.  Bonetti,  3»  ediz. 
con  nuove  tavole  e  prospetti  per  lingrandimento  e  l'im- 
piccioiim.  dei  mod.,  di  pag.  xx-234,  60  tav.  e  6  prospetti    4  — 

—  vedi  Abito  per  signora. 

Bil)l>is&  (Man.  della),  di  G.  Zampini,  di  pag.  xii-308    .       .    2  50 
Bll>lios-i*afio»  di  U.  UTTiNO,  2»  ediz.,  pag.  iv-166, 17  incis,    2  — 

—  vedi  Atene  -  Dizionario  bibliografico. 

Bil>liotecai>io  (Manuale  del),  di  G.  Petzholdt,  tradotto 
sulla  3*  ediz.  tedesca,  per  cura  di  G.  Biagi  e  G.  Fuma- 
galli, di  pag.  XX-364-CCXIII 7  50 

—  tee?»  anche  Dizionario  bibliografico  -  Paleografia. 
Bilance  —  vedi  Strumenti  nietrici. 

Blli»i*clo  (11  giuoco  del),  di  J.  Gelli,  2»  ediz.  riveduta,  di 

pag.  xli-175,  con  80  illustrazioni 2  50 

Biografia  —  vedi  e.  Colombo  -  Dantologia  -  Dizionario  biogra- 
fico -  Manzoni  -  Nanoleone  1  -  Omero  -  Shakespeare. 

Biologia  anlmstle.  Zoologia  generale  e  speciale  per 
Naturalisti,  Medici  e  Veterinari,  di  G.  Collamarini  ,  di 
pag.  x-42tì  con  23  tavole .    3  — 

Bii*i«a  (La).  Malto,  luppolo,  fabbricazione,  analisi,  di  S. 
Rasio  e  di  F.  Samabani,  di  pag.  279  con  125  incisoni       .    3  50 

Bollo  —  vedi  Codice  del  Bollo  -  Leggi  registro  e  bollo. 

Bolloneria  —  vedi  Btampageio  a  caldo. 

Bonifienzioni  (Manuale  amministrativo  delle),  di  G. 
Mezzanotte,  di  pag.  xii-  294 3  — 

Borsa  —  vedi  Capitalista  -  Debito  pubblico. 

Boschi  —  vedi  Consorzi  -  Selvicoltura. 

Botanica^  di  I.  D.  Hooker,  traduzione  di  N.  Pedicino, 
4»  ediz.,  di  pag.  viii-134,  con  68  incis 1  50 

—  tedi  Dizionario  di  botanica  -  Ampelografia  -  Anatomia  vege- 
tale -  Fisiologia  vegetale  -  Floricoltura  -  Funghi  -  Garofano 
-  Malattie  crittogamiche  -  Orchidee  -  Orticoltura  -  Piante  e 
fiori  -  Pomologia  -  Rose  -  Selvicoltura  -  Tabacco. 

Botti  —  vedi  Enologia. 

Bi*oniat.<»lo;^-Ìa.  Dei   cibi   dell'uomo  secondo  le   leggi 

dell'igiene,  di  S.  Bellotti,  di  pag.  xv-251,  con  12  tav.      .    3  50 
Bronzatura  —  vedi  Metallocromia  -  Galvanostegia. 
Bronzo  —  vedi  Fonditore  -  Leghe  metalliche  -  Operaio. 
Biicl«IÌNnio,  di  E.  Pavolini,  di  pag.  xvi-164        .        .        .    1  50 
Buoi  —  vedi  Bestiame  -  Razze  bovine. 
Burro  —  vedi  Latte  -  Caseificio. 
Caccia  —  vedi  Cacciatore  -  Falconiere. 
Caeol»»toi'e   (Manuale   del),  di  G.    Fuanceschi,  3»  ediz. 

rifatta,  di  pag.  ix-334  con  48   incis 2  50 

Cacio  —  vedi  Bestiame  -  Caseificio  -  Latte,  ecc. 
Caffè  —  vedi  Prodotti  agricoli. 
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CuflTettiei^e  e  NorheÉtict*e  (Manuale  del).  Caffè,  Thè, 
Liquori,  Limonate,  Sorbetti,  Granite,  Marmellate,  Con- 
servazione dei  fruiti,  Ricette  per  leste  da  ballo,  Vini, 
Cioccolata,  di  L.  Maxetti,  di  pag.  xii-311,  con  65  incis.  .    2  50 

Culce*4ti*iizxo  (Costruzioni  in)  ea  in  eeiiiento  sti»- 
niskto,  di  G.  Vacchklli,  3»  ediz.,  pag.  xvi-383,  con  270  fìg.    4  — 

CjUci  e  cementi  (Impiego  delle),  di  L.  Mazzocchi,  2» 
ediz.  riveduta  e  corretta,  pag.  xii-225,  con  56  fig.      .        .2  50 

—  vedi  anche  Caporaastro  -  Mattoni  e  pietre. 

Calcolazioni  mercantili  e  bancarie  —  vedi  Conti  e  calcoli  fatti 

-  Interesse  e  sconto  -  Prontaario  del  ragioniere  -  Monete  in- 
glesi -  Usi  mercantili. 

Calcoli  fatti  —  vedi  Conti  e 

CtUcolo  (Manuale  per  il)  «lei  eniitUi  in  tet*m  e  in 

niui*utnt*u,  di  G   Sandui.  di  pag.  viii-305  .        .    3  50 

Culeolo  infiniteMinitUe,  di  E.  Pascal: 

I.     Calcolo  differenz.  2'^  ediz.,  pag.  xu-3Il,  10  incis.       .    3  — 
IL    Calcolo  integrale,  2^  ediz.,  di  pag.  viii  329.        .        .    3  — 
III.  Calcolo  delle  variazioni  e  calcolo  delle  differenze  fi- 
nite, di  pag.  xii-300 3  — 

—  (E!^ei»cÌ5EÌ  eli)  calcolo   differenziale   e   integrale,  di 

E.  Pascal,  di  pag.  xx-372 3  — 

—  vedi  Determinanti  -  P'unzioni   analitiche  -  Funzioni   ellittiche 

-  Gruppi  di  trasformazione  -  Matematiche  superiori. 
Calciale  a  vapore  (Le),  con  Istruzioni  ai  conduttori, 

di  L.  Gei,  2»  ediz.,  di  pag.  xvi-394,  con  236  incis.  e  31  tabelle    3  50 
CaMleralo  pratico  e  costruttore  «li   cal«laie 
a  vsipore,  e  di  altri  apparecch'  industriali,  di  G.  Bel- 
LUOM.M,  di  pag.  xu-248,  con  220  incis 3  — 

—  vedi  anJi    Locomobili  -  Macchinista. 
Calli;^rana.  Cenno  storico,   cifre   numeriche,  materiale 

adoperato  pei  la  scrittura  e  metodo  d  insegnamento  con 
48  fac-simile  di  scritture  e  66  lav.  dei  principali  carat- 
teri conformi  ai  programmi  governativi,  di  R.  Peucossi. 
2»  ediz.,  di  pag.  xn-151  di  testo 5  50 

Calore  (11)  di  E.  Jones,  trad.  di  U.  Fornari,  di  pag.  vni-296, 
con  98  incis 3  — 

Camera  di  Consiglio  Civile,  di  A.  Foumentano. 
I.  Norme  generali  sul  procedimento  in  Camera  di  Con- 
siglio. II.  Giurisdizione  volontaria.  HI.  Affari  di  giuri- 
sdizione contenziosa  da  trattarsi  senza  contradditore. 
IV.  Materie  da  trattarsi  in  Cam.  di  Consiglio,  p.  xxxn-574    4  50 

Cam|»icello  (II)  Hcola«4tico.  Impianto  e  coltivazione. 
Manuale  di  agricotura  pratica  per  i  Maestri  di  E.  Azi- 
monti  e  C.  Campi,  di  pag.  xi-17.5,  con  126  incis.  .        .        .    1  50 

Canali  in  terra  e  in  muratura  —  vedi  Calcolo  dei.  -  Curve  ciré. 

Cancelliere  —  vedi  Conciliatore. 

Candeggio  —  vedi  industria  tintoria. 

Candele  —  vedi  industria  stearica. 
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Cane  (II).  Razze  mondiali,  allevamento,  ammaestramenio, 
malattie,  con  una  appendice  :  I  cani  della  spedizione 
polare  di  S.  A.  R.  Il  Duca  degli  Abruzzi,  di  A.  Vecchio, 
2»  ediz.  di  pag.  xvi-442,  con  152  ine.  e  63  tav.     .        .        .    7  50 

Cani  e  ^atti,  costumi  e  razze,  di  F.  Faelli,  di  pag.  xx- 
429,  con  153  incis ...    4  50 

Canottaggio  (Manuale  di),  del  Gap.  G.  Groppi,  di  pag. 
xxiv-456  con  387  incis.  e  91  tav.  cromolit 7  50 

Cantante  (Man.  del),  di  L.  Mastrigli,  di  pag.  xii-132    .    2  — 

Cantiniere  (II).  Manuale  di  vinificazione  per  uso  dei 
cantinieri,  di  A.  Strucciii,  i^  ediz.  con  62  incis.  e  una 
tabella  per  la  riduz.  del  peso  degli  spiriti,  pag.  xii-260 .    2  — 

Canto  (II)  nel  «no  nieccani*^nio,  di  P.  Guetta,  di 
pag.  viii-253,  con  24  incis .        .        .    2  50 

Canto  (Arte  e  tecnica  del),  di  G.  Magrini,  di  pag.  vi-166    2  — 

Caoutelionc  e  ^iitta-i>ei*ca,  di  L.  Settimi,  di  pa- 
gine xvi-253,  con  14  illustraz 3  — 

Cai>italB>4t3t  (II)  nelle  Borse  e  nel  Commercio  dei  va- 
lori pubblici.  Guida  lìnanziaria  per  le  Borse,  Banche, 
Industrie,  Società  per  azioni  e  Valori  pubblici  di  F.  Pic- 
ciNELLi,  di  pag.  Li-1172 12  — 

CaponiaHti'O  (Man.  del).  Impiego  e  prove  dei  mate- 
riali idraulici-cementizii,  con  riassunto  della  legge  per 
gli  infortuni  degli  operai  sul  lavoro  e  della  legge  sui 
fabbricati,  di  G.  Rizzi,  di   pag.  xii-263,  con  19  incis.        .    2  50 

CappeElaio  (Man.  d.),  di  L.  Ramenzoni,  p.  xii-222,  68  ine.    2  50 

Capre  —  vedi  Razze  bovine,  ecc. 

Cai*l>oni  fondili  injy?le*4Ì.  Colie.  A^^lomei^ati» 
di  G.  Gherardi,  di  pag.  xii-586  con  fig.  del  testo  e  cinque 
carte  geografiche  dei  bacini  carboniferi  inglesi       .        .6  — 

Carburo  di  calcio  —  vedi  Acetilene. 

Carta  (Ind.  della),  L.  Sartori,  p.  vii-326,  106  ine.  e  1  tav.    5 

Carte  foto^i*aliclie;  Preparazioni  e  trattamento,  di 
L.  Sassi,  pag.  xii-353 3 

Carte  geografiche  —  vedi  Atlante. 

Cai'toj^i-alia '(Manuale  teorico-pratico  della),  con  un 
sunto  storico,  di  K.  Gelcich,  di  pag.  vi-257,con  36  illustr.    2  — 

Ca*iia  (La)  «leil^avvenire,  di  A.  Pedrim.  Vade-mecura 
dei  costruttori,  dei  proprietari  di  case  e  degli  inquilini. 
Raccolta  di  principi  d'ingegneria  per  la  costruzione  di 
case  igieniche,  civili,  operaie  e  rustiche  e  per  la  loro 
manutenzione,  di  p.  xv-468,  con  213  incis.    .        .        •        .    4  50 

Case  coloniche  —  vedi  Fabbicati  rurali. 

Case  operale  —  vedi  Abitazioni  popolari. 

Csk^elfleio,  di  L.  Manetti,  4»  ediz.  nuovamente  ampliata 
da  G.  Sartoiu,  di  pag.  xii-280,  con  49  incis 2  — 

—  vedi  —  Bestiame  -  Latte,  cacio  e  burro 

Calzette  popolari  e  villini  economici,  di  I.  Ca- 
sali. (In  lavoro). 

Catasto  (11  nuovo)  italiano)  ui  E.  Iìruni,  pag.  vii-346    3  — 
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Cavallo  (II),  di  C.  Volpini,  3*  ediz.  rived.  ed  ampliata 
dì  pag.  VI -233  con  48  tavole 5  50 

Cavalli  —  vedi  Razze  bovine,  equine,  ecc. 

Cavi  tele;;ri*aflci  ì4ottoniai*iiii.  Costruzione,  im- 
mersione, riparazione,  di   E.  Jona,    pag.  xvi-38S,  188  fìg.    5  50 

Cedri  —  vedi  Agrumi. 

Celei*ln»eii"»ura  e  tavole  logaritmiche  a  quattro  de- 
cimali, di  F.  BoRLETTr,  di  pag.  vi-148,  con  29  incisioni  .    3  50 

Celeri fneiiHiu* a  (Manuale  e  tavole  di),  di  G.  Orlandi, 
di  pag.  1200,  con  quadro  generale  d'interpolazioni .        .  18  — 

Celluloide  —  vedi  Imitazioni. 

Cellail<><<i«.  Celluloide,  tessili  artificiali,  di  G.  Mal  vtesta 
(In  lavoro). 

Cementazione  —  vedi  Tempera. 

Camanto  ar.iiato  —  veii  Calcostrazzo- Calci  e  cementi- Mattoni. 

Ceralacca  —  vedi  Vernici  e  lacche. 

Ceramiche  —  vedi  Maioliche  e  Porcellane  -  Potosraaltografia. 

Ciiatiffeiii*.  Guida  del  meccanico  conduttore  d'auto- 
mobili, di  G.  PRnRRTTi,  di  oasr.  xvi-215.  con  228  illustr.  .     2  50 

Cliinilca,  di  li.  K.  Koscoe,  h'^  ediz.  rifatta  da  E.  Ricci, 
di  pag.  xii-231,  con  47  incis 1  50 

Cliliìilca  aari'arla,  di  A.  Adugco,  2»  ediz.  di  p.  xii-515        50 

—  vedi  Concimi  -  Fosfati  -  Humus  -  Terreno  agrario. 
Clilmicu   analitica   (Elementi   scientifici    di),  di  W. 

OsTWALD,  traduz   del  dott.  Bolls,  di  pag.  xvi-231  ,    .        .    2  50 
Chimica  applicata  all^iji^leiie.  Ad  uso  degli  Uffi- 
ciali  sanitari,  Medici,  Farmacisti,  Commercianti,  Labo- 
ratori d'igiene,  di  merceologia,  ecc.,  di  P.  E.  Alessandri, 

di  pag.  xx-515,  con  49  incis.  e  2  tav 5  50 

Clilnilcsfc  cllnica,  di  11.  Supino,  di  pag.  xii-202        .        .    2  — 
Chimica  cpistalloirafica  —  «.■Cristallogratta  -  Pi-sica  crlstallog. 
Cliinilca  foto:i^i*aaica&.  i^rodotti  chimici  usati  in  fo- 
tografia e  loro  proprietà,  di  R.  Namias,  di  pag.  viii-230  .    2  50 
Clilniica  les;ri^lc^  (Tossicologia),  N.  Valentini,  p.  xii-243    2  50 

—  vedi  Veleni  ed  avvelenamenti. 

Chimica  <1el!e  -to^^tanze  colora^nti,  di  A.  Pel- 
lizza  (Teoria  ed  applic.  alla  tintura  delle  fibre  tessili), 
di  pag.  viii-480 5  50 

Chimico  (Manuale  del)  e  dell*  IniiuMtriale.  Rac- 
colta dì  tabelle,  dati  fisici  e  chimici  e  di  pro^cessi  d'ana- 
lisi tecnica,  atl  uso  dei  chimici  analitici  e*  tecnici,  dei 
direttori  di  fabbriche,  ecc  di  L.  Garba,  4»  ediz.  arricchita 
delle  tavole  analitiche  di  H.Will,  di  pag.  xx-534, 12  tav.    6  — 

—  vedi  Analisi  volumetrica  -  Soda  caustica. 

Chiromanzia  e  tatua^^io,  note  di  varietà,  ricer- 
che storiche  e  scientifiche,  di  G.  L.  Cerchiahi,  pag.  xx-323, 
29  tavol*»   81  incis 4  50 

Clili*ui*$i;la»  opei*atlv<t  (Man.  (ii),  di  R.  Srixcin,  e  A. 
Cardini,  di  pag.  viii-322,  con  118  incis..  .        .        .    3  — 

Chltai*i>a  (Manuale  pratico  per  lo  studio  dilla),  di  A. 
Pisani,  di  pag.  xvi-116,  36  fig.  e  25  esempi  di  musica       .    2  — 
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CieliMtst,   di  I.  Ghersi.  2^  edi/.  rifatta,  pag.  244,  147  incis.    2  50 

Cinenisito^-i*stlo  (II)  e  i  »uoi  afces»a*oi'i.  Lanterna 
magica  e  apparecchi  atflni.  Vocabolario  delie  proiezioni, 
di  G.  Re,  di  pag.  xv-182,  con  73  incis 2  — 

Città  (La)  nio(lei*ii»,  ad  uso  degli  Ingegneri,  dei  Sa- 
nitari, ecc.,  di  A.  Pedrini,  pag.  xx-510,  194  fig.  e  19  tav. .    6  — 

Cl»<i^NÌfies»zioiie  delle  «i^eieiize*  di  C.  Trivero,  di 
pag.  xvi-292 3  — 

Cliiiiàtolosria,   di  L.  De  Marchi,  pag.  x-204  e  G  carte  .    1  50 

Cloruro  di  sodio  —  vedi  Sale. 

Codice  del  Itollo  (II).  Nuovo  testo  unico  commentato 
colle  risoluzioni  amministrative  e  le  massime  di  giuri- 
sprudenza, ecc.,  di  E.  Corsi,  di  pag.  c-564   .        .        .        .    4  50 

—  vedi  Leggi  regi.stro  e  bollo. 

Codiee  o«vsillei*e«co  Itullsmo  (Tecnica  del  duello) 
di    J.  Gelli,  lOa  ediz,  riveduta,  di  pag.  xvi-275    .        .        .    2  50 

—  vedi  Duellante. 

Codice  civile  del  i*e^no  d^Italia^  riscontrato  sul 
testo  ufficiale,  corredato  di  richiami  e  coordinato  da 
L.  Franchi,  4»  ediz.  di  pag.  232 1  50 

Codice  di  coiiiiiiei*cio,  riscontrato  sul  testo  ufficiale 
da  L.  Franchi,  4»  ediz.,  di  pag.  iv-158 1  50 

Codice  do^uiisUe  it»li»iio  con  coniniento  e 
note,  di  E.  Bruni,  di  pag.  xx-l(»78  con  4  incis.        .        .    6  50 

Codice  (Nuovo)  dell*  lii^e^nei^e  Civile-liidu- 
stri»le,  Ferro vis*fio,  l\av$ile,  Klettfotec- 
nico.  Raccolta  di  Leggi,  Regol.  e  Circol.  con  annotaz. 
di  E.  NosEDA,  di  pag.  xn-1341 12  50 

Codice  (Nuovo)  «lei  lavoro  —  Contratto  di  lavoro  - 
protezione,  Igiene  del  lavoro  -  Giurisdizione  ecc.,  di  E. 
NosEDA  (In  corso  di  stampa). 

Co<lice  di  iiiifcfina  mercantile,  secondo  il  testo 
ufficiale,  di  L.  Franchi,  3»  ediz.,  di  pag.  iv-290  .        .        .    1  50 

Codice  metrico  internazionale  —  vedi  Metrologia. 

Codice  penttle  e  di  |»i>ocedura  penale,  secondo 
il  testo  ufficiale,  di  L.  Franchi,  3»  ediz.,  di  pag.  iv-230  .    1  50 

Codice  |»enale  per  l^et^ercito  e  penale  mi- 
litare mai'ittimo  secondo  il  testo  ufficiale,  di  L. 
Fbakchi,  2»  ediz.  di  pag.  179 1  50 

Codice  del  pei'ito  mi*4iiratore.  Raccolta  di  norme 
e  dati  pratici  per  la  misurazione  e  la  valutazione  d'o- 
gni lavoro  edile,  preventivi,  liquidazioni,  collaudi,  pe- 
rizie, arbi tramenti,  di  L.  Mazzocchi  e  E.  Mahzorati,  2^ 
ediz.  di  pag.  vfii-ó30,  con    169   illustraz 5  50 

Codice  di  procedura  civile,  riscontrato  sul  testo 
ufficiale  da  L.  Franchi,  3*  ediz.  di  pag.  181        .        .        .     1  50 

Codice  sanitario  —  vedi  Legislazione  sanitaria 

Codice  «lei  teatro  (11).  Vademecum  legale  per  artisti 
lirici  e  drammatici,  impresari,  capicomici,  direttori  d'or- 
chestra, direzioni  teatrali,  agenti  teairali,  gli  avvocati 
e  per  il  pubblico,  di  N.  Tabanelli,  di  pag.  xvi-328  .        .    3  — 

Codici  (1  cinque)  del  Regno  d'Italia  (Civile  -  Procedura 
civile  -  Commercio  -  Penale  e  Procedura  penale),  edi- 
zione Vade-mecum,  a  cura  di  L.  Franchi,  di  pag.  lV-791, 
a  due  colonne,  legato  in  pelle 5  — 
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Codici  e  leju:;^!  iiHttsUi  d^ltnll»,  riscontrati  sul  testo 
ufficiale  e  coordinati  e  annotati  da  L.  Fhanchi,  raccolti 
in  cinque  grossi  volumi  legati  in  pelle. 

Voi.  I.  C<»dlel  —  Codice  civile  -  di  procedura'civile  - 
di  commercio  -  penale  -  procedura  penale  -  della  ma- 
rina mercantile  -  penale  per  l' esercito  -  penale  militare 
marittimo  (otto  codici)  ii»  ediz.,  di  pag.  via-1261       .  9  50 

Voi.  II.  Leggi  usuali  d'Italia.  Raccolta  coorciinata  di 
tutte  le  legf^i  speciali  più  importanti  e  di  più  ricorrente 
ed  estesa  applicazione  in  Italia;  con  annessi  decreti  e 
regolam.  e  disposte  secondo  l' ordine  alfabetico  delle 
materie.  2»  ediz.  riveduta  ed  aumentata,  (iifisa  in  C  parti. 

Parte  I.  Dalla  voce  "  Abbordi  di  mare  ,  alla  voce 
•  Dominii  collettivi ..  di  pag.  viii-1458  a  due  colonne      .  12  50 

Parte  II.  Dalla  voce  '  Ecclesiastici  ,  alla  voce  "  Polveri 
piriche  „  pag.  1459  a  2855 12  50 

Parte  III.  Dalla  voce  "  Posta  ,  alla  voce  "  Zucchero  , 
pag.  2857  a  4030 12  50 

Voi.  III.  Leggi  e  convenzioni  sui  diritti  d'autore, 
raccolta  generale  delle  leggi  italiane  e  straniere  di  tutti 
i  trattati  e  le  convenzioni  esistenti  fra  l'Italia  ed  altri 
Stati,  2»  ediz.  di  pag.  viii-617 6  50 

Voi.  IV.  Leggi  e  convenzioni  sulle  privative  indu- 
striali. Disegni  e  modelli  di  fabl>rica.  Marchi  di  fabbrica 
e  di  commercio.  Legislazione  italiana  e  straniera.  Con- 
venzioni fra  l'Italia  ed  altri  Stati,  di  pag.  vni-1007  ,  .  8  50 
Cojsrnnc  (Fabbricazione  deli  e  dello  ««itifito  «11  vino 
e  «lintillsizione  delle  fecce  e  delle  vinstcce, 
di  Dal  Piaz,  con  note  di  G.  Puato,  2»  ed.  con  aggiunte 
e  correz.  di  F.  A.  Sannino,  di  pag.  xn-210,  con  38  ine.    .    2  — 

—  tedi  Alcool   -  Distillazione  -  Enologia  -  Liquorista. 
C3oleottei*l   ltstliuni«  di   A.  G biffini  (Entomologia,  1), 

di  pag.  xvi-334,  con  215  ine 3  — 

—  vedi  Ditteri  -  Imenotteri  -  Insetti  -  Lepidotteri. 

Colle  uiiiiiistli  e  ve;:retti.li,  isrelsEtlne  e  foNlnti 
d'OHMsfc.  Industria,  Analisi,  Commercio,  di  A.  Auchetti, 
di  pagine  xvi-195 2  50 

Colomiti  <l«»ine!>4tlci  e  colonil»icoltiii*st,  di  P.  Bo- 
Nizzi.  2»^  edizione  rifatta  a  cura  della  Società  Colombo- 
fila  fiorentina,  (ii  pag.  x-2il,  con  26  ligure  .        .        .        .2  — 

Colorazione  dei  metalli  —  vedi  Metallocromia. 

ColofI  (La  scienza  dei)  e  I»  i>i(tiii*3&v  di  L.  Guaita, 
2»  ed.  ampliala,  di  pag.  iv-368 3  — 

Colot*i  e  Vei*ikici.  Manuale  ad  uso  dei  Pittori,  Verni- 
ciatori, Miniatori,  Ebanisti  e  Fabbricanti  di  colori  e 
vernici,  di  G.  Gouini,  4»  ediz.  per  cura  di  G.  Api'iani,  di 
pag.  xv-301  con  39  ine 3  — 

Commedia  —  vedi  Letteratura  drammatica. 

Conaiiiefclatiite  (Manuale  del)  ad  uso  della  gente  di 
commercio  e  Istituti  d'istruzione  commerciale,  con  ol- 
tre 200  moduli,  quadri,  esempi,  tavole  e  prontuari,  di  C. 
Dompk,  2»  ediz.  riveduta  ed  ampliata  di  pag.  x-G49  .        .    6  50 
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Coiiiniet*clo  (Storia  del),  di  R.  Larice,  di   pag.  xvi-336    3  — 

—  vedi  Usi  mercantili. 

Commissario  giudiziale  —  vedi  Curatore  dei  faliimenti. 

Con>|>eii*4s»zioiie  <le;:rll  errori  con  *i»i»eclrtle 
upplienzioiae  «l  rilievi  geodetici,  di  F.  Grotti, 
di  pag.  iv-160 2  - 

Complementi  di  matematica  —  vedi  Matematica. 

CoiiiptitlHteri»,  di  V.  Gitti  :  Voi.  I.  Computisteria  com- 
merciale, 6*  ediz.,  di  pag.  viii-184 1  51 

Voi.  II.  Computist.  lìnanziaria,  4»  ediz.,  pag.  viii-156    .    1  50 

Conii>iitl!<4terÌH  st^rurlst,  di  L.  Petri,  3*  ediz.,  rive- 
duta, di  pag.  viii-210  e  2  tabelle 1  5C 

—  vedi  Contabilità  -  Ragioneria  -  Logismografia. 

Concisi  «Ielle  pelli  etl  arti  sttlìni,  di  G.  Gouim,  3» 
ediz,  rifatta  da  G.  B.  Franxeschi  e  G.  Venturoli,  di 
pag.  ix-210  (esaurito,  la  3'  ediz.  è  in  lavoro). 

Concllisttore  (Manuale  del),  di  G.  Pattaccini,  Guida 
teorico-pratica  pel  Conciliatore,  Cancelliere,  Usciere  e 
Patrocinatore  di  cause,  4*  ediz.  di  pag.  xii-461  .        .        .    3  — 

Concimi,  di  A.  Funaro,  3^  ediz.  rinnovata  di  p.  viii-306,    2  50 

Concimi  fosfatici  —  vedi  Fosfati  -  Chimica  agraria  -  Humus  - 
Terreno  agrario. 

Concordato  preventivo  —  vedi  Curatore  dì  fallimenti. 

Confettiere  —  vedi  Pasticciere  e  confettiere  moderno. 

Conij&:licolttir»  pr<%Éica,  di  G.  Licciardelli,  3»  ed., 
di  pag.  ix-274,  con  62  incisioni  e  12  tavole  in  tricr.         .    2  50 

Con«^ervstzione  «Ielle  HONtanze  lUinientari,  di 
G.  GoRiNi,  4*  ediz.  intieramente  rifatta  da  G.  B.  Fran- 
ceschi e  G.  Venturoli,  di  pag.  viii-?31         .        .        .        .    2  — 

Conservazione  «lei  pr«>«lotitÌ  ag^rurl,  di  C.  Ma- 
NiCARDi,  di  pag.  xv-220,  con  12  incis 2  50 

Consigli  pratici  —  vedi  Caffettiere  -  Ricettario  domestico  -  Indu- 
striale -  Soccorsi  d'urgenza. 

Con-toli,  Con*4olttti  e  lllritto  con!-»«»lare,  di  M. 
Arduino,  di  pag.  xv-277         .        .  3  — 

Contorni  «li  «llfe*4u  «lei  suolo  (Manuale  dei).  Siste- 
azioni  idrauliche.  Culture  silvane  e  rimboschimento, 
A.  Rabbeno,  di  pag.  vin-2% 3  — 

Contul>ilità  (La)  «Ielle  »zien«le  rurali,  per  le 
fattorie  e  scuole  agrarie  d'Italia,  di  A.  De  Brun,  a  cura 
della  Società  degli  Agricoltori  italiani  in  Roma,  di  pag. 
xiv-539 4  50 

—  vedi  Computisteria  agraria. 

C:ontal>illt;«k  comunale,  secondo  le  nuove  disposiz. 
legislative  e  regolamentari  di  A.  Uè  Brun.  2»  edizione 
rifatta  ed  ampliata  di  pag.  xvi-650         .        .        •        •        .    5  50 

—  vedi  Enciclopedia  amministrativa. 

Contal>ilÌt.à  «lomesfica.  Nozioni  amministrativo- 
contabili  ad  uso  delle  famiglie  e  delle  scuole  femminili, 
di  O.  BERr.AMASGHi,  di  pag.  xvi-186 1  50 

Contalkilltà  prenerale  «lello  Sitato,  di  E.  Bruni, 
2»  ediz.  rifatta,  pag.  xvi-420 3  — 
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Contabilità  d.  istituz.  pubbl.  beneficenza  —  vedi  Beneficenza. 

Conti  e  eulculi  Istttì^  di  I.  Gukusi,  93  tabelle  e  istru- 
zioni pratiche  sul  modo  di  usarle,  di  pag.  204  .        .        .    2  50 

Coiiti*u|>|>tiiito,  di  G.  G.  Beunardi,  di  pag.  xvi-238      .    3  50 

Contratti  agrari  —  vedi  Mezzeria. 

Coiivet*«i4uzioiie  Itnliuiiu  e  tedene»  (Manuale  di), 
ossia  guida  per  servire  di  uade  niecuni  ai  viaggiatori,  di 
A.  Fiori,  9^  ediz.  rifatta  da  G.  Cattaneo,  pag.  viii-484    .    3  50 

Coiivei'Huziuiie  itulimiu-frunceii^e  —  vedi  Dot- 
trina popolare  -  Fraseologia. 

Coopei*«ttive  i*tii*stli,  di  credito,  di  lavoro,  di  produ- 
zione, di  assicurazione,  di  mutuo  soccorso,  di  consu- 
mo, ecc.  di  V.  Niccoli,  pag.  viii-362  (esaurito,  la  2»  edi- 
zione è  in  lavoro). 

Coo|>oi>3&zioiie  nelltft  «^ociolo^ln  e  nell»  leju;^!- 
Mlstzioiie,  di  F.  ViRGiLii,  pag.  xii-228  .        .    1  50 

Coffenti  elettriclie  (Impianti  elettrici  di),  alternate 
semplici,  bifasi  e  trifasi.  Manuale  pratico  per  lo  studio, 
costruzione  ed  esercizio  di  essi,  di  A.  Marro,  2"'  ediz. 
riveduta  e  ampliata,  di  pag.  xxxiv-774,  547  ine.  e  71  tab.    8  50 

Coi*i*i*4i>oBi<leiiz»  coiiiitiei'ciule  polla^lotta*  di 
G.  Frisoni,  compilata  su  di  un  piano  speciale  nelle 
lingue  italiana,  francese,  tedesca,  inglese  e  spagnuola. 

I  —  PARTE  ITALIANA:  Manuale  di  Corrtspondema  Commerciale 
italiana  corredato  di  facsimili  dei  vari  documenti  di  pratica 
giornaliera,  seguito  da  un  Glossario  delle  principali  voci  ed 
espressioni  attinenti  al  Commercio,  agli  Affari  marittimi,  alle 
Operazioni  bancarie  ed  alla  Borsa,  ad  uso  delle  Scuole,  dei 
Banchieri,  Negozianti  ed  Industriali  di  qualunque  nazione,  che 
desiderano  abilitarsi  alla  moderna  terminologia  e  nella  cor- 
retta fraseologia  mercantile  italiana,  3'^  ediz.  di  pag.  xx-478  .    4  — 

li.  —  PARTE  SPAGNUOLA  :  Manual  de  Correspondenaa  Commer- 
cial Kspanola.  pag.  xx-440 4  — 

III. —  PARTE  FRANCESE:  Manuel  de  Correspondance  commer- 
ciale fran{-uise,  2*  ediz.,  di  pag.  xx-499        .        .        .        .        ,    4  — 

IV.  —  PARTE  INGLESE  :  A  Manual  of  english  Commercial  cor- 
reipondence.  pag.  xvi-448 4  — 

V.  —  PARTE  TEDESCA:  Handbuch  der  deutschen  Handelskorre- 
spondenB,  pag.  xvi-4G0 4  — 

N.B.  Sono  5  Manuali  di  corrispondenza,  ognuno  dei   quali   è 
la  traduzione  di  uno  qualunque  degli  altri  quattro,  per  cui  si 
fannno  reciprocamente  l'ufficio  di  chiave. 
Cofwe  (Le)  con  un  dizionario  delle  voci  più   in  uso,  di 
G.  Franceschi,  di  pag.  xii-305 2  5 

—  vedi  anche  Cavallo  -  Proverbi  -  Razze  bovine,  equine,  ecc. 
Co*4ino^ri*»iiu.  Uno  sguardo  all'  universo,  di    15.  M.  La 

Leta,  di  pag.  xii-197,  con  11  incic.  e  3  lav 1  50 

—  tedi  Sfere  cosmografiche. 

Costituzione  degli  Stati  —  vedi  Diritti  e  doveri  -  Diritto  intema- 
zionale —  Diritto  costituzionale  -  Ordinamento  di  stati. 

Co*<4ti*uttoi*e  iiuvnle  (Manuale  del),  di  G.  Rossi,  pa- 
gine xvi-517,  con  231  lìg.  intere,  nel  testo  e  C5  tab.  .        .    6  — 
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Costruzioni  —  t'«cl»  Abitazioni  -  Architettura  -  Calcestruzzo  - 
Calci  -  Capomastro  -  Case  dell'avvenire  -  Casette  popolari  - 
Città  (ha)  moderna  -  Fabbricati  civili  -  Fabbricati  rurali  -  Fo- 
gnatura -  Ingegnere  civile  -  Ingegnere  costruttore  meccanico 

-  Lavori  marittimi  -  Laterizi  -  Mattoni  e  pietre  -  Peso  metalli 

-  Resistenza  dei  materiali  -  Resistenza  e  pesi  di  travi  metal- 
liche -  Scaldamento. 

Cotone  —  vedi  Filatura  -  Prodotti  agricoli  -  Tintura  -  Tessitura. 

Cremore  di  tartaro  —  tedi  Distillazione  -  Industria  tartarica. 

Ci*eHtonisiizist  iioo-elleiiic»,  di  E.  Brighenti  (in  lav.). 

Cristallo  —  vedi  Fotosmaltografia  -  Specchi  -  Vetro. 

Ci*i«<«t»llo;;:fsttls»  sreoiiieti*le» ,  AhIcsi  e  chl- 
iiiies»,  di  F.  Sansoni,  p.  xvi-367,  284  ine.  (esaurito). 

—  vedi  Fisica  cristallografica. 

Cristo  —  vedi  Imita/.ione  di  Cristo. 

Ci*iHtofoi*o  Coloiiilto  di  V.  Bellio,  p.  iv-l36e  10  ine.    1  50 

Crittogame  —  vedi  Funghi  —  Malattie  crittogam.  —  Tartufi. 

Ci*it;t4>;;;i*3\fl2&  (La)  diplomatica,  militare  e  commerciale, 
ossia  l'arte  di  cifrare  e  decifrare  le  corrispondenze  se- 
grete, di  L.  Gioppi,  pag.  177 3  5( 

Cv<>nolo;XÌs^  e  ewleiulstrlo  |»ei«petuo.  Tavole  cro- 
nografiehe  e  quadri  sinottici  per  verificare  le  date  sto- 
riche dal  principio  dell'Era  cristiana  ai  giorni  nostri,  di 
A.  Cappelli,  pag.  xxxiii-421 6  5) 

Ci^oiiolOi»rÌ2%  (Ielle  Ncoperte  e  «ielle  enploi*»- 
zloiii  ;s-e<»;;;f  stllelie  dal  1492  a  tutto  il  secolo  XX,  di 
L   HuGUES,  pag.  viii-437 4  90 

Cronologia  —  vedi  storia  e  cronologia. 

Cul>stt(ti>st  «lei  le^iimiil  (Prontuario  per  la),  di  G. 
Belluomini,  6»  ediz.  corretta  ed  accresciuta,  pag,  220      .    2  50 

Cuoio  —  vedi  Concia  delle  pelli  -  Imitazioni. 

Cuore  (Terapia  fisica  del)  di  L.  Minervini  (In  corso  di 
stampa) 

Cui*sktoi*e  del  fallinieiiÉl  (Manuale  teorico-pratico 
del)  e  del  Commissario  giudiziale  nel  concordato  pre- 
ventivo e  procedura  dei  piccoli  fallimenti,  di  L.  Molina, 
di  pag.  xL-910 8  50 

Curve  eireoinri  e  raccordi.  Manuale  pratico  per 
il  tracciamento  delle  curve  in  qualunque    sistema  e  in 

Qualsiasi  caso  particolare,  nelle  ferrovie,  strade  e  canali, 
i  C.  P^ER MARIO,  pag.  xi-264,  con  94  incis 3  50 

Curve  ^;r»du»te  e  r«ccoi*dl  «  cui've  gr**" 
dunte,  con  speciale  riferimento  ai  tracciamenti  fer- 
roviari, di  C.  Ferrahio,  di  pag.  xx-251,  25   tav.  e   41  fig.    3  50 

Danese  (Lingua)  —  vedi  Grammatica  —  Letteratura. 

Dante  Alighieri  —  vedi  Divina  Commedia 

l>»nt,<»lo;;ria,  di  G.  A.Scartazzinl  Vita  e  opere  di  Dante 
Alighieri,  3*  ed,  con  ritocchi  e  agg.  di  Is.  Scarano,  di 
pagine  xvi-424 3  — 

Del>lro  (II)  |>iil>l>IÌco  Itatlluno.  Regole  e  modi  per  le 
operazioni  sui  titoli  che  lo  rappresentano,  di  F.  Azzoni, 
di  pag.  viii-376 3  — 

—  vedi  Capitalista  -  Notaio. 
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Decorazione  dei  metalli  —  vedi  Metallocromia. 

Decorazioni  del  vetro  —  vedi  Specchi  -  Fotosraaltologia-  Vetro. 

Denti  —  vedi  Igiene  della  bocca. 

Destrlna  —  vedi  Fecola. 

I>etei*nilnstiiti  e  stppllcuzloiil  >  di  E.  Pascal, 
di  pag.  vii-330 3  — 

Diagnostica  —  vedi  Semeiotica. 

I>i3»letti  insilici.  Grammatica,  iscrizione,  versione,  e  les- 
sico, di  O.  Nazaui,  di  ))ag.  xvi-364 3  — 

—  vedi  Gramm.  storica  delia  lingua  e  dei  dialetti  italiani. 

muletti  lettefurl  «recl  (epico,  neo-ionico,  dorico, 
eolico;  di  G.  Bonino,  di  pag.  xxxii-214 1  50 

Diduttics»  per  gli  alunni  delle  scuole  normali  e  pei 
maestri  elementari,  di  G.  Soli,  pag.  viii-314        .        .        .    1  50 

l>ijU?eHto  (II),  di  G.  Ferrini,  di  pag.  iv-134   .        .        .        .    1  50 

Oliiitiiiic»  ele»ientui*e)  di  G.  Cattaneo,  p.  vni-146, 
26  figure 1  50 

Dinamite  —  vedi  Esplodenti. 

Dlnnnionietri,  apparecchi  per  le  misure  delle  forze  e 
del  lavoro  eseguito  mentre  agiscono  lungo  determi- 
nate trajettorie  di   E.  N.  Campazzi,  pag.  xx-273  e  132  ine.    3  — 

Dit*ltti  e  dovei»!  del  cittsuliiii,  secondo  le  Istitu- 
zioni dello  Stato,  per  uso  delle  scuole,  di  I).  Maffioi.i, 
11»  ediz.  con  una  appendice  sul  Codice  penale,  p.  xvi-22    1  50 

Diritti  d'Autore  —  vedi  Codici  e  Leggi  usuali  d'Italia,  Voi.  111. 

Diritto  —  vedi  Filosofia  del  Diritto. 

Uli^ltto  umiiiinlHtvativo  e  cenni  di  Uifltto 
eoHtitiBxioiistie,  giusta  i  programmi  governativi  ad 
uso  di  istituti  tecnici,  di  G.  Loris,  7*  ediz.  di    p.  xiv-424    3  — 

l>lt*itt»  civile  (Compendio  di),  di  G.  Loris,  giusta  i 
progrannni  ad  uso  degli    Istit.  tecnici,  3'^  ed.,  p.  xvi-397    3  — 

nirltto  civile  italistno,  di  C.  àlhicini,  (esaurito). 

Diritto  coniin<»i»cÌ!tle  ItsUlstno,  di  E.  Vidari,  3* 
ediz.  diligentemente  riveduta,  pag.  x-448     ,        .        .        .    3  — 

Diritto  comunale  e  provinciale  —  vedi  Contabilità  comunale  - 
Diritto  amministrativo  -  Finciclopedia  atuministrativa  -  Legge 
comunale. 

Dfritto  consolare  —  vedi  Consoli. 

l>Ìi*itto  coHtitiizioiKtle,  di  F.  P.  Contuzzi,  3'^  ediz. 
interamente  rinnovata,  di  pag.  xix-45G  .        .  .    3  — 

Diritto  eccle«tÌM*4tico9  vigente  in  Italia.  2^^  ediz.  rive- 
duta ed  ampliala  di  G.  Olmo,  di  pag.  xvi-483  .  .        .    3  — 

Diritto  internatzionstle  privuto,  di  F.  P.  (^ontu/zi, 
di  pag.xiii-391 3  — 

Diritto  internatzionide  |>nl>l>lico,  di  V.  P.  Con- 
tvzzi,  2»  edizione  rifatta,  di  pag.  xxxii-412  .        .        .        .    3  — 

Diritto  iti«li<%iio  (Introduzione  allo  studio  del),  ad 
uso  degli  studenti  delle  Scuole  medie  e  delle  persone 
colte,  di  G.  L.  Anduigii,  di  pag.  xv-227  .        .        .        .    1  50 
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Dli>ltto  iii»i*ittinio  Itstlimio,  ad  uso  degli  Istituti 
nautici  e  della  gente  di  mare,  di  Sisto  A.,  di   p.  xii-566    3  ~ 

Dli*itto  pennle  i*oims»iio,  di  C.  Ferrini,  2»  ed ,  rif., 
di  pag.  viii-360 3  — 

Dii*ltto  fonistiio,  di   C.  Ferrini,  2»  ed.  rif.,  p.  xvi-178    1  50 

Di*i9e^:imtos'e  iiieccstiileo  e  nozioni  tecniche  gene- 
rali di  Aritmetica,  Geometria,  Algebra,  Prospettiva,  Re- 
sistenza dei  materiali,  Apparecchi  idraulici,  Macchine 
semplici  ed  a  vapore,  ecc.  di  V.  Goffi  (esaurito,  la  4» 
ediz.  è  in  lavoro). 

DI*^e^iao.  I  principi  del  disegno,  di  C.  Boixo,  5»  ediz., 
di  pag.  iv-206,  con  61  silografie 2  — 

Dlii^e^no  (Grammatica  del).  Metodo  pratico  per  impa- 
rare il  disegno,  di  E.  Ronchetti,  di  pag.  iv-190,  con  34 
fig.,  62  schizzi  intercalati  nel  testo  e  un  aliante  a  parte 
con  45  lavagnette,  27  foglietti  e  34  tav.  (Indivisibili;         .    7  50 

DI«i4e^-iio  ««^^ioiioiiieti'ieo,  P.  Paoloni,  di  pagine 
iv-122,  con  21  tavole  e  23  figure  nel  testo     .        .        .        .    2  — 

Dine^iio  javc*oiMeti»ic«!i  di  A.  Antilli,  3*  ed.,  p.  xii-88, 
con  6  figure  nel  testo  e  28  tavole  litografiche    .        .        .    2  — 

DlHejsriio,  teoi^isA  e  co«i^tf  uzlone  dells»  nttve, 
ad  uso  dei  Progettisti  e  Costrut.  di  Navi  -  Capi  tecnici 
-  Istituti  Nautici,  di   E.  Giorli,   pag.  viii-238,  e  310  incis.    2  50 

Di»^ej^no  indiiNtii'isUe;  per  uso  R.  Accad.  Navale, 
Collegi  Militari,  Istituti  Nautici  e  Tecnici,  Scuole  Pro- 
fessionali, Capitecnici,  Macchinisti,  ecc.  di  E.  (jiorli,  4* 
ediz.  con  480  probi,  e  500  incis.,  di  pagine  viii-366    .       .    3  50 

Dl^e^no  (li  i>r*oiezÌunI  oi^tojU'OiiatlI)  di  D.  Landi, 
di  pag.  viii-152,  con  192  incis 2  — 

Disegno  dì  tessitura  —  vedi  Tessuti. 

UÌ!>4e;;:iio  topo^i^nflco,  di  G.  Bertelli,  2»  ediz.,  di  pag. 
vi-156,  con  12  tavole  e  10  incis 2  — 

DlNinfexioiie  (La  pratica  della)  pubbl.  e  priv.,  P.  E.  A- 
LESSANDRi  6  L.  PizziNi,  2»  cdiz.,  pag.  viii-258,  29  incis.      .    2  50 

Dls4till<«.zioiie  del  lejBriio  (Lavorazione  dei  prodotti 
della).  Acetone,  Alcool  metilico.  Aldeide  formica,  Cloro- 
formio, Acido  acetico,  Acetato  di  piombo,  di  sodio. 
Industrie  elettrochimiche.  Ossidi  di  piombo,  Minio,  Biacca, 
Soda  Caustica,  di  F.  Villanl  di  pag.  xiv-312     .        .        .    3  50 

DlMtllIsfczIone  delle  ^^liiacce  e  delle  fi'utt» 
fei*iiieiitstt.e.  Fstl>lM*lc3t.zloiie  ■•skzionitJe  del 
Co;u;riiue,  K*iti*J»zloiie  «lei  Ci'enioi'e  «Il  Twf- 
fai*o  e«l  titilizzstzione  «Il  tutti  i  reHÌ«lul 
della  di«4tillitzi<>iie,  di  M.  Da  Ponte,  2^  ediz.  con- 
tenente la  legge  italiana  sugli  spirili  e  la  legge  Au- 
stro-Ungarica, di  pag.  xii-375,  con  68  incis 3  50 

l>lttei*l  ItMlianl,  di  P.  LioY  (Entomologia  IIIJ,  pag.  vii- 
356,  con  227  incis 3  — 

DIvInu  Co»>iiie«lÌ»  di  Dante  Alifu^lilei*!  (Tavole 
schematiche  della),  di  L.  Polacco,  seguite  da  6  tavole 
topogr.  in  cromolit.  (iisegn.  da  G.  Agnelli,  pag.  x-152    .    3  — 

Dizionario  al|>Ìno  italiatno.  Parte  1»  Vette  e  valichi 
Italiani,  <ii  E.  Bujnami-Sormani.  —  Parte  2»  Ville  lombarde 
e  limitrofe  alla  Lombardia,  di  C.  Scolari,  pag.  xxii-310  .    3  50 
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Dlzlonni*lo  di  nl>l>revisttiii*e  lutine  ed  itn- 
IliMie  iiH»te  nelle  culate  e  codiel  npecistl- 
mente  del  Medio  Evo,  riprodolte  con  13000  segni 
incisi,  un  prontuario  dì  Sigle  Epigrafiche,  i  monogrammi, 
la  numerazione  romana  ed  araldica  e  i  segni  indicanti 
monete,  pesi,  misure,  ecc.,  di  A.  Cappelli,  di  pag.  lxii-433    7  50 

l>lzlonui*lo  l>lldios;i*sUico,  di  C.  Arlia,  pag.  100        .    1  50 

IHzlonario  liio;;rt*sk2lco  tinivei*«4stle,  (ii  G.  Ga- 
ROLLO,  2  voi.  di  complessive  pag.  2118  a  2  colonne,  le- 
gatura in  ^2  pergamena 18  — 

—  Lo  slesso,  legatura  in  Va  pelle 20  — 

Dlzions&t*io  di  Itotstnic»  ^enei*s%le,  G.  Bilancioni. 
Istologia,  Anatomia,  Morfologia,  F"isiologia,  Biologia  ve- 
getale, Appendice,  Biografìe  di  illustri  botanici,  p.  xx-926  10  — 

l>izionai*io  del  comuni  del  Rejsi^no  «l^ltidia, 
secondo  il  Censimento  del  10  febbraio  1901,  compilato 
da  B.  Santi,  2*  ediz.,  con  le  altezze  sul  livello  del  mare, 
di  pag.vin-222 3  — 

lkizÌ<»iiaki*io  en<»l<ft&;-ieo,  di  A.  Dauso  (in  corso  di 
stampa). 

Dizionui*io  Eriti*eo  (Piccolo)  ltiUisino-Ai^sU>o- 
Aniski^lco,  raccolta  dei  vocaboli  più  usati  nelle  prin- 
cipali lingue  parlate  nella  Colonia  Eritrea,  di  A.  Al- 
lori, di  pag.  xxxiii-203 .    2  50 

nizion»rio  filutelieo,  per  il  raccoglitore  di  franco- 
bolli,  di   .1.  Gklli,   2a  ediz.,  di  pag.  lxiii-464        .        .        .    4  50 

l>izionsti*io  foto^falico  pei  dilettanti  e  professio- 
nisti, con  oltre  1500  voci  in  4  lingue,  500  sinonimi  e  600 
fornmle  di  L.  Gioppi,  di   pag.  viii-600,  95  incis.  e  10  tav,    7  50 

Dizionario  f^eo;;;rr>alleo  uiiivei'NsUe,  di  G.  Ga- 
ROLLO,  4*  ediz.,  del  tutto  rifatta  e  molto  ampliata,  di 
pag.  xii-1451  a  due  colonne 10  — 

Dizionario  gotico  —  vedi  Lingua  gotica. 

nizionai'io  ^iri'cco-niodet'no  (neo -ellenico),  di  E. 
Brighknti  (In  lavoro). 

Dlzlonai^io  lioepll  della  Lln^u^iia  Italiana  com- 
pilato da  G.  Mari,  in  2  voi.  (In  lavoro). 

Dizionario  taHcal»ile  ltallano-inf:rloì4e  e  In- 
prle!tie-itstllano,  di  J.  We.sskly,  16»  ediz.  rifatta  da 
G.  Bhiutini  e  G.  Payn,  in-16,  di  pag.  vi-22()-r.)9  .  .     3  — 

Dizionai'io  inilaneHe-itallano  e  repertorio 
ltaliano-niÌlskne*4e,  di  C.  Arrighi,  di  pag.  912,  a  due 
colonne,  2*^  ediz 8  50 

Dizionario  Numismatico  —  vedi  Vocabolarietto  numismatico. 

Dlziona«i>io  italiano-olan<le«4e  e  olandene-ita- 
liano,  di  A.  N'uykns,  in-16,  di  pag.  xi-948  (esaurito). 

Dizionario  rumeno  —  t.  Grammatica  rumena-  Letterat.  rumena. 

Dizionario  «li  scienze  fÌlo*4olielie. Termini  di  Fi- 
losofìa generale,  Logica,  Psicologia,  Pedagogia,  Etica  ecc., 
di  C.  Ranzoli,  di  pag.  viii-683 6  50 
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Dizionsti*io  Eltiinolo^ico  Steaiojsiiuifico,  sistema 
Gabelsberger-Noè,  di  E.  Molina  preceduto  da  un  sunto 
di  grammatica  teoretica,  della  stenografia  Gabelsberger- 
Noè,  di  pagine  Xvi-624 7  50 

Dlzioiis«i*l<»  Hteiio^-i'ufieo.  Sigle  e  abbreviature  del 
sistema  Gabelsberger-Xoe,  di  A.  Schiavenato,  p.  xvx-15tì    1  50 

Dizioiis»«io  (Nuovo)  itstlistno-te<le!!»co  e  tedesco- 
ItsUiskiio,  »'-oiraccentuazione  per  la  pronunzia  dell'Ita- 
liano di  A.  Fiori,  4»  ed.,  pag.  754,  rifatta  da  G.  Cattaneo    3  50 

Dizionm^io  tecnico  in  4  lingue,  di  E  Webber,  4  voi.: 

I.  Italiano-Tedesco-Francese-Inglese,   2»   ediz.  riveduta   e. 
aumentata  di  circa  2000  termini   tecnici,  di   pag.  xii-533    6  — 

IL  Deutsch-Italienisch-Franzòsisch-Englisch,  2»^  ediz.,  di 
circa  2000  termini  tecnici,  di  pag.  viii-611    .        .        .        .6  — 

III,  Frani^ais-Italien-AUeraand-Anglais,  2»  ediz.  completa- 
mente riveduta,  di  pag.  vi-679 6  — 

IV.  Englisch-Italian-German-French,  di  pag.  659  (esaurito, 
la  2^  ediz.  è  in  lavoro) 

—  vedi  Vocabolario  tecnico  illustrato. 

Dizionario  tecnico-navale  —  tedt  Avarìe  e  Sinistri  marittimi. 

Dizionario  turco  —  vedi  Grammatica  turca. 

DIzlonuvio  uiiivei^Nstle  delle  linjs^ue  itsUiunu 
ÉecleNCU^  in^lene  e  t'i»«iice!>»e,  disposte  in  unico 
alfabeto,  di  pag.  1200 8  - 

Dogana  —  vedi  Codice  doganale  -  Trasporti  e  tariffe. 

Doratura  —  vedi  Galvanizzaz.  -  Galvanostegia  -  Metallocromia. 

Dotti*iiis»  |»oi>oltiii*e,  in  4  lingue  (Italiana,  Francese, 
Inglese  e  Tedesca),  Motti  popolari,  frasi  commerciali  e 
proverbi,  raccolti  da  G.  Se.ssa,  2»  ediz.,  pag.  iv-112  .        .    2  — 

Doveri  «lei  ■iiitccliliiÌNts&  iistvsUe,  e  condotta  della 
macchina  a  vapore  marina,  di  M.  Lignaholo  (esaurito). 

Drammi  —  vedi  Letteratura  drammatica. 

l>i»o£;iiiei*e  (Manuale  del),  di  L.  Manetti,  di  p.  xxiv-322    3  — 

l>uelistiite  (Manuale  del),  di  J.  Gelli,  2'^  ed.,  di  pagine 
viii-250  con  26  tavole   .  2  50 

—  V'di  Codice  cavalleresco. 

Ebanista  —  redi  Falegname  -  Modellatore  mecc.  -  Operaio. 
Ebraica  (lingua)  —  vedi  Grammatica  -  Letteratura. 
Educazione  dei  bambini  —  v.  Balbuzie  -  Ortofrenia  -  Sordom. 
Ecoiioiiiis»    nistteniskficsi  (Introduzione   alla),  di   F. 

ViRGiLii  e  C.  GARiUALUt,  di  pag.  xii-210,  con  19  ine.  .    1  50 

Econoiiii»   |>ollt.ici*  di   W.  Jevons,  traduzione  di   L. 

CossA,  6*^  ediz.  riveduta,  di  pag.  xv-180         .        .        .        .    1  50 
Edilizia  —  vedi  Costruzioni. 
Elasticità  dei  corpi  —  tedi  Equilibrio. 
Bietti^icltù,  di   Fleeming  Jenkin,  trad.  di   R.  Ferrini, 

4*  ediz.  riveduta,  pag.  xii-237,  con  40  incis.         .        .        .    1  50 

—  vedi  Cavi  telegrafici  -  Correnti  elettriche  -  Elettrotecnica  -  Elet- 
trocliimica  -  Fulmini  -  Galvanizzazione  -  Illuminazione  -  Inge- 
gnere elettricista  -  Magnetismo  -  Metallocromia  -  Operaio 
elettrotec.  -  Rontgen  -  Telefono  -  Telegrafia  -  Unità   assolute. 

E:ietti*icit;ù  e  mutei'in,  di  .1.  J.  Thomi'son.  Traduz. 
ed  aggiunte  di  G.  Faè,  1905,  di    pag.  xiL-299,  con  18  ine.    2  — 
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EletÉi*icitVt  iiiedlca,  Elettroterapia.  Raggi  Rontgen. 
Radioterapia.  Fototerapia.  Elettrodiagnostica,  di  A.  D. 
Bocciardo,  di  pag.  x-201,  con  54  ine.  e  9  tav.      .       .        .    2  50 

—  vedi  Luce  e  salute  -  Rontgen  (Raggi). 
Eletti'ocliiiiiies»  (Prime  nozioni  elem.  di),  di  A.  Cossa, 

di  pag.  vin-104,  con  10  incis 1  50 

Ellotti'Oiiiotoi^i  estnipionl  e  metodi  (Il  misura 

delie  forze  eietti*OMioti*icÌ;  di  G.  P.  Magrini,  di 

pag.  xvi-185,  76  ligure 2  — 

Eiet.ti*oteeiile«  (Manuale  di),  di  Grawinkel-Strfxker, 

traduz.  italiana  di  F.  Dessy,  2»  ed.,  pag.  xiv-890,  360  fìg.    9  50 

—  vedi  Operaio  elettrotecnico. 

Eiezioni  politiche  —  vedi  Legge  elettorale  politica. 

Ematologìa  —  vedi  Malattie  del  sangue. 

Kiiilki'iolo^ffi»  e  nioi*folo^Ìa  ^enei*ule,  di  G. Cat- 
taneo, di  pag.  x-242,  con  71  incis 1  50 

Enciclopetlia  del  giurista  —  vedi  Codici  e  leggi  usuali  d'Italia. 

EIiicicloiìe«IÌM  (Piccola)  ttmiiiiiilHti^sttlva.  Manuale 
teorico-pratico  per  le  amministrazioni  comunali,  provin- 
ciali e  delle  opere  pie,  di  E.  Mariani,  di  pag.  xv-1327    .  12  50 

Eiicicloi>edi»  Hoepll  (Piccola).,  (146740  voci),  2  grossi 
volumi  di  3375  pagine  a  2  colonne  (esaurita,  è  in  prepa- 
razione la  2'^  ediz.). 

Eiiei*ju?i»  li*iicu,  di  R.  Ferrini,  pag.  viii-187,  con  47  in- 
cisioni, 2»  ediz.  interamente  rifatta 1  50 

EniiiinilHtilctt*  Guida  per  comporre  e  spiegare  Enimmi, 
Sciarade,  Anagrammi,  Rebus,  ecc.,  di  D.  Tolosani 
(Bajardo),  di   pag.  xii-516,  con  29  illustr.  e  molti  esempi    6  50 

Enologi»)  precetti  ad  uso  degli  enologi  italiani,  di  O. 
Ottavi,  6»  ediz  interamente  rifatta  da  A.  Strucchi,  con 
una  Appendice  sul  metodo  della  Botte  unitaria  pei  calcoli 
relativi  alle  botti  circolari,  di  R.  Bassi,  di  pagine  xvi-2ts3, 
con  42  incisioni 2  50 

—  vedi  Adulterazione  vino  -  Analisi  vino  -  Cantiniere  -  Cognac 

-  Distillazione  -  Dizionario   enologico  -  Liquorista  -  Malattie 
vini  -  Mosti  -  Tannini  -  Uva  -  Vino. 

Enoloaxist  dome«tlc«,  di   R.  Sernagiotto,  p.  vni-233    2  — 
Entomologia  di  A.  Griffini  e   P.  Lioy,  4  voi.  —  vedi  Coleotteri 

-  Ditteri  -  Lepidotteri  -  Imenotteri. 

E|»l;j;:i*sklit4  ei*l>iit;isuisii,  di  O.  M\rucchi  (In  lavoro). 
Elpl^'i'nil»   littintt*  Trattato   elementare   con   esercizi 
pratici  e  facsinùli,  con  05  tav.  di  S.  Ricci,  pag.  xxxii-448    6  50 

—  vedi  Dizionario  di  abbreviature  latine. 

E|»lleN*4l».  Eziologia,  patogenesi,  cura,  di  P.  Pini,  p.  x-277    2  50 

Equazioni  —  vedi  Algebra  complementare- 

E(liillÌI>t*lo  «lei  eof  |»i  elastici  (Teoria  matematica 

dello),  di  R.  Margolongo,  di  pag.  xiv-366    .        .        .        .    3  — 
Ei*lti*es»  (L')  dalle  sue  origini  al  1901.  Appunti  con  note 

geogratìclie  e  statisi,  e  cenni  sul    Benadir  e  viaggi  d' e- 

sploraz.  di  B.  Melli,  di  pag.  xii-164 2  — 

Eritrea  —  vedi  Arabo  parlato  -  Dizionario  eritreo  -  Grammatica 

galla  -  Lingue  d'Africa  -  Prodotti  del  Tropico  -  Tigre. 
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Ei*i*oi*l  e  pi^e^'luclizi  ^o];s:sti*i,  confutati  colla 
scorta  della  scienza  e  del  raziocinio  da  G.  Straffo- 
RELLO,  2»  ediz.  accresciuta,  di  pag.  xir-196  .        .        .        .    1  50 

Ei^nttore  comuiinle  (Manuale  dell'),  ad  uso  anche 
dei  Ricev.  prov.  ecc ,  di  R.  Mainaudi,  2»  ediz.,  p.  xvi-480    5  50 

Esercito  —  vedi  Armi  antiche  -  Codice  penale  per  -  Storia  del- 
l'arte militare  -  Ufficia' e  dell'. 

E:<^ei*cizi  «eogritiìcl  e  c|tieHltl  NuirAtl»iite 
g^eoarrallco  iisiiv.  di  K.  Klepert,  L.  Hugues,  3» 
ediz.  rifatta,  di  pag.  viii-2i)8 1  50 

Ef^ercizi  «i^intattici  fi*s\nce«^i,  con  tracce  di  compo» 
nimento,  temi  e  un  indice  alfabetico  delle  parole  e  delle 
regole,  di  D.  Rodari,  di  pag.  xn-403        .      *  .        .        .        ,    3  — 

E<^ei*cizi  gr>*ecl,  per  la  4»  classe  ginnasiale  in  correla- 
zione alle  Nozioni  eleni,  di  lingua  greca,  di  V.  Inama,  di 
A.  V.  BiscoNTi,  2a  ediz.  rifatta,  dì_pag.  xvvi-234         ..        .    3  — 

E<i«ei*clzl  littlili  con  »»es;r<»l«  (Morroiogia  generale), 
di  P.  E.  Ckrktc,  di  pag.  xii-3.32 1  50 

Esercizi  dì  stenografia  —  vedi  Stenografla. 

Esercizi  di  ti^sMliizione  si  coitipiemento  delln 
^■*s&»iin»tlesk  ff»nee!4e.  di  G.  Prat,  2aed.,  p.  vi-183    1  50 

Esercizi  di  ti^ndiizioiie  eon  vocnl>ols»i*lo  i\ 
coiii|>Ienieiito  <lcli»  fàminnis&ticu  tede*4cu, 
di  G.  Adler,  3»-  ediz..  di  pag.  viii-244    .        .  .        .    1  50 

E<>4plodenti  e  modi  di  tttl>l>i*Icsti*li,  di  R.  Molina, 
2^  ediz.  rinnovata,  con  l'aggiunta  di  una  ampia  tratta- 
zione degli   esplosivi    moderni,  di  pag.  xxxii-402      .        .    4  — 

Espropriazione  --  vedi  Codice  dell'ingegnere  civile,  ecc. 

EHpropristzioiii  |>ei*  cmii^u  di  piil>t>licst  uti- 
lità», di  E.  Sardi,  pag.  vii-212-83.  con  5  ine.  e  2  tav.  col.    3  — 

Essenze  —  vedi  Distlllaz.  -  Profum.  -  Liquorista  -  Ricettario.^ 

Estetici».  Lezioni  sul  bello,  di  M.  Pilo,  pag.  xxiii-257  .    2  50 

—  Lezioni  sul  gusto,  di  M.  Pilo,  di  pag.  xii-255  .        .        ,    2  50 

—  Lezioni  sull'arte,  ili  M.  Pilo,  di  pag.  xv-286      .       .       .    2  50 
E«4tinio  i*tti*s»lo  ad  uso  delle  Scuole  e  dei  Periti,  di  P. 

Ficai,  di  pag.  xi-292.  con  6  incisioni      .  .        .        .    3  — 

ENtinio  dei  tei*i*eiii.  Garanzia  dei  prestiti  ipotecari 
e  della  equa  ripartizione  dei  tej-reni,  di  P.  Filippini,  di 
pag.  xvi-328,  con  3  incis 3  — 

Etic»  (Elementi  di),  di  G.  Vidari,  2*  ediz.  riveduta  ed 
ampliata,  di  pag.  xvi-35G 3  — 

Etnos-mfln,  di  B.  Malfatti,  2^  ediz.  rifusa,  pag.  vi-200    1  50 

Euclide  (L')  eniendHt4>,  del  P.  G.  Saccheri,  traduzione 
e  note  di  G.  Boccardini,  di   pag.  xxiv-128,  con   55  incis.    1  50 

Europa  —  redi  Storia  di 

E-voiiizioiie  (Storia  dell'),  di  C.  Fenizia,  con  breve  sag- 
gio, di  Bibliografia  evoluzionistica,  di  pag.  xiv-389  .        .    3  — 

Ex  liitriM  (3500)  it»limii,  illustrati  con  755  ligure  e  da 
oltre  2000  motti,  sentenze  e  divise  che  si  leggono  sugli 
stemmi  e  negli  ex  libris,  di    .1.  (ìllli,  p.  xn-535,  139  tav.    9  — 

Fnbl>ric»ti  civili  di  nl>it<tzione,  di  C.  Levi,  3»  ed. 


rifalla,  con   200  incis.,  e  i   Capilolati  d'oneri  approvali 
dalle  principali  città  d'Italia,  di  pag.xii-416       .        .        .    4  50 

—  vedi  Abitazioni  -  Casette  popolari. 

Ful»l>i'icuti  ■*ui*uli  (Costr.  ed  economia  dei),  di  V.  Nic- 
coli, 3*  ed.  riveduta,  di  pag.  xvi-335,  con  159  fig.  .    3  50 

Fabbro  —  vedi  Aritmetica  dell'operaio  -  Fonditore  -  Meccanico 
-  Operaio  -  Saldature  -  Tornitore. 

FHl>l>i>o-fei*i*»io  (Manuale  pratico  del),  di  G.  Belluo- 
MiNi.  Nozioni  di  Aritmetica,  Geometria  e  Geom.  pratica. 
Misura  delle  superfìci,  Acciaiaz.  del  ferro,  Fucinatura  del- 
l'acciaio, Bollitura  e  saldatura,  Cementazione,  Tempera, 
Pulitura  dei  metalli.  Fabbricazione  delle  lime.  2»  ediz., 
di    pag.  vin-242,  con  224  incis 2  50 

F»lcoiilci*e  (11)^  iiiodei'iio.  Descrizione  dei  falchi, 
cattura,  educazione,  volo  e  caccia  alla  selvaggina  con 
gli  uccelli  di  rapina  di  G.  E.  Chiorino,  di  p.  xv-247  con 
15  lav.  a  colori  e  80  illustrazioni  nel  testo         .        .        .6  — 

Fulej^:iis»iiie  ecl  ehuitiNt».  Manuale  sopra  la  natura 
dei  legnami  ed  esotici,  la  maniera  di  conservarli,  prepa- 
rarli, colorirli  e  verniciarli,  corred.del  modo  di  farne  la 
cubatura  e  delle  nozioni  di  geometria  pratica,  per  cura 
di  G.  Bei.luomim,  4*  ediz.  diligentemente  riveduta  e  am- 
pliata, di  pag.  xii-218,  con  104  incisioni        ,        .        .        .    2  — 

—  vedi  Legnami. 
Fallimenti  —  vedi  Curatore  di 
Farfalle  —  vedi  Lepidotteri. 

FMi*iiiueÌMta  (Manuale  del),  di  P.  E.  Alessandri,  3*  ed. 
aumentata  e  corredata  di  tulli  i  nuovi  medicamenti  in 
uso  nella  terapeutica,  loro  proprietà,  caratteri,  altera- 
zioni, usi,  dosi,  ecc.,  di  pag.  xx-784  con  154  lav.  e  85  ine.    6  50 

Fui*i>i»cotei*sti>isfc  e  loi*iiiiil»i>lo,  di  P.  Piccinini, 
pag.  viii-382 3  50 

Fecoltt  (La),  sua  fabbricaz.esua  Irasformaz.  in  Destrina 
Glucosio,  Sagou  e  Tapioca  artificiali,  xVmido  di  Mais, 
di  Riso  e  di  Grano.  Appendice:  Sulla  coltura  del  Lu- 
pino, di  N.  Aducci,  di  p.  xvi-285,  con  41  ine.  nel  lesto     .    3  50 

Ferrovie  —  vedi  Automobili  -  Macchinista  -  Htrade  ferrate  - 
Trazione  a  vapore  -  Trasporti  e  tariffe. 

Fljsrtire  $;-i*<tiiiiii»t;i<?tUl  »  coiiiplenieuto  della 
^raitìiiiutiest  ^l'eea,  lutiiitt)  ItullmiU)  G.  Sal- 
VAGNi,  di  pag.  vii-308 3  — 

Filatelia  —  vedi  Dizionario  filatelico. 

Flluttii*»  (La)  del  cotone.  Manuale  teorico-pralico 
di  G.  Beltrami,  di  pag.  xv-558,  con  196  ine.  e  24  lab.      .     6  50 

Filatura  e  toi*clttii*a  della  Meta,  di  A.  Provasi, 
di  pag.  vii-281,  con  75  incis 3  50 

Fllol<»ju:Ìa  elatHHlea*  ;;ri*eca  e  latina,  di  V.  Inama, 
di  pag.  xii-195 1  50 

Filonauta.  Quadro  generale  di  navigazione  da  diporto 
e  consigli  ai  principianti,  con  un  Vocabolario  tecnico, 
di  G.  Olivaki,  di  pag.  xvi-28G 2  50 

Filosofia  —  vtdt  Dizionario  di  scienze  filosofiche  -  Estetica  - 
Etica  -  Evoluzione  -  Logica  -  Psicologia. 
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Fllo-^oflu  del  diritto,  di  A.  Groppali,  pag.  xi-378      .    3  — 
Filoa^ofls»  morale,  di  L.  Friso,  2»  ed.,  di  pag.  xvi-350    3  — 
Fillo*9«i«ei*si  e  le  principali  malattie  crittogamiche  della 
vite  con  speciale  riguardo  ai  mezzi  di  difesa,  di  V.  Pe- 
GLiox,  di  pag.  vin-302,  con  39  ine.  .        .  .        .        .    3  — 

Finanze  (Scienza  delle),  T.  Carnevali,  (esaurito). 

—  vedi  Matematica  attuariale. 

Fiori  —  vedi  Floricoltura  -  Garofano  -  Orchidee  -  Orticoltura  - 

Piante  e  fiori  -  Rose. 
Floi*l  artificiali.  Manuale  del  fiorista,  di  O.  Ballerini, 

di  pag,  xvi-278,  con  144  ine.  e  1  tav.  a  36  colori        .        .    3  50 

—  vedi  anche  Pomologia  artificiale. 

Fl*4lca,  di  O.  MuRANi,  S^ediz.  accresciuta  e,riveduta  dal- 
l'autore dip.  xvi-621,    con  3<57    incisioni 3  50 

Fisica  erlNtalIo^^rafica.  Le  proprietà  fìsiche  dei  cri- 
stalli,   di    W.   VoiGT,  trad.    di  A.    Sella,  di  pag.  viii-3Q2    3  — 

—  vfdi  Cristallografia. 

FÌHÌolos;;ia,  di  Poster,  traduz.  di  G.  Albini,  i^  ediz., 
di  pag.  vii-223,  con  35  ine.  e  2  tavole 1  50 

Fi*4Ìolopria  vegetale,  di  L.  Montemartini,  pag.  xvi-230, 
con  68  ine 1  50 

Fisiologia  comparata  —  vedi  Anatomia. 

Fisionomia  e  mimica.  Note  curiose,  ricerche  sto- 
riche e  scientìfiche,  caratteri  dai  segni  della  (isionomia 
e  dei  sentimenti  della  mimica,  di  L.  G.  Cehchiari,  di 
di  pag.  xii-335  con  77  ine.  e  xxxiii  tavole     .        .        .        .    3  50 

Floricoltura  (Manuale  di),  di  C.  M.  Fratelli  Roda,  4» 
ed.  rived.  ed  ampliata  da  G.  Roda,  di  pag.  viii-262  .    2  50 

Flotte  moderne  (Le)  1896-1900,  di  E.  Bucci  di  Santa- 
FiORA,  a  complemento  del  Manuale  del  Marino,  di  C.  De 
Amezaga,  di  pag.  iv-204 5  — 

Fosrm^tiira  cittadina,  di  l).  Spataro,  pag.  x-684,  con 
220  figure  e  1  tavola  in  litografìa .7  — 

Fognatura  domestica,  di  A.  Cerutti,  di  pag.  viii- 
421,  con  200  incis 4  — 

Fon«litore  in  tutti  i  metalli  (Manuale  del),  di  G. 
Belluomini,  3»  ediz.,  di  pag.  viii-178,  con  45  ine.        .        .    2  — 

Fonolof^ria  italiana,  di  L.  Stoppato,  pag.  viii-102      .    1  50 

Fonolo^uria  latina,  di  S.  Consoli,  di  pag.  20^         .        .    1  50 

Foot-Bali  —  vedi  Giuoco  del  pallone  -  Lawn-tonnis. 

Foreste  —  vedi  Consorzi  -  Selvicoltura. 

Formaggio  —  vedi  Caseificio  -  Latte. 

Formole  e  tavole  per  il  calcol<»  delle  ri- 
svolte ad  ttrc<»  circolai*e,  ad  uso  degli  ingegneri, 
di  F.  Borletti,  di  pag.  xii-69,  leg. 2  50 

Formulario  scolastico  di  mstt<'iiistt*  eleni. 
aritmetica,  algebra,  geometria,  trigononi.)  M.  A.  ììoa- 
sotti,  2»  ediz.,  di  pag.  xvi-192 1  Wl 

Fosfati,  |>ei*fosfati  e  concimi  fosfittici.  Fab- 
bricazione ed  analisi,  di  A.  Minozzi,  di  pag.  xii-30i  con 
48  incis,  3  50 
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Fotocalchi  —  vedt  Arti  grafiche  -  Chimica  fotografica  -  Foto- 
grafia industriale  -  Processi  fotomeccanici. 

Fotoci*onint4»j^i*afiu  (La),  dì  L.  Sassi,  di  pag.  xxi-138, 
con  19  ine 2  — 

Foto;i;:i*af]s»  (I  primi  passi  in),  di  L.  Sassi,  di  pag  xvi-183 
con  21  ine.  e  13  tavole 2  — 

Fotofi|vi*a»fls»  iiidu!4ti*iale  (La),  fotocalchi  economici 
per  la  riproduzione  di  disegni,  piani,  ecc.  di  L.  Gioppi, 
di  pag.  viii-208,  con  12  ine.  e  5  tav.        ...  .    2  50 

Foto^i'stfi»  oi*toei*oiiiatien,  di  C.  Bonacim,  di 
pag.  xvi-277,  con  ine   e  5  tavole 3  50 

Foto^rstfisft  pel  tlilettaiiti.  (Come  dipinge  il  sole), 
di  G.  MuFFONE,  &^  ediz.  riveduta  ed  ampliata,  di  pa- 
gine xvi-428,  con  290  incisioni  e  tavole         .        .        .        .    4  50 

Foto$s:i*skfist  ««enz»  ol>ieft;Ìvo,  di  L.  Sassi,  di  pa- 
gine xvi-135,  con  127  incis.  e  12  tavole  fuori  testo    .        .    2  50 

Fot4»;f  i*af  i»  tiiflHtlca,  di  T.  Zanghieri,  di  pag.  xvi-279, 
con  84  incis.  e  18  tavole 3  50 

Foto;i;'i*t»iiiiiieti*ist ,  Fototopografia  e  applicazione 
della  fotogrammetria  all'  Idrografìa,  di  P.  Paganini,  di 
pagine  xvi-288,  con  200  figure  e  4  tavole        .  .       .    3  50 

Fotolitografìa  —  vedi  Arti  grafiche  -  Processi  fotoraecc. 

FotuNni»lto^i*»fla  (La),  applicata  alla  decorazione 
industriale  delle  ceramiche  e  dei  vetri,  di  A.  Montagna, 
di  pag.  viii-20(),  con  16  ine.  nel  testo 2  — 

Fototerapia  e  radioterapìa  —  vedi  Elettricità  medica  -  Luce  e 
salute  -  Radioattività  -  Rontgen  (Raggi). 

Fototipografia  —  vedi  Arti  grafiche  -  Processi  fotomecc. 

Fragole  —  vedi  Frutta  minori. 

Francia  —  vedi  Storia  della  Francia. 

Fi*uNeolo^ia  li*unceNe-it»li»ii»9  di  E.  Baroschi 
SoRESiNi,  dì  pag.  vni-262 2  50 

Fraseologia  straniera  —  vedi  Conversazione  -  Dottrina  popol. 

Frenastenia  —  vedi  Ortofrenia. 

Frodi  nei  misuratori  elettrici  —  vedi  Misuratori. 

Fi'unieiito  (II)  (come  si  coltiva  o  si  dovrebbe  colti- 
vare in  Italia),  dì  E.  Azimonti,  2'*  ediz.  di  pag.  xvi-27G    .    2  50 

Frutti»  niiiioi*!.  Fragole,  poponi,  ribes,  uva  spina  e 
lamponi,  dì  A.  Pucci,  di  pag.  viii  193,  con  96   ine.    .        .    2  50 

Frutta  fermeniate  —  vedi  Distillazione. 

Fnittloolttii*»)  di  D.  Tamaro,  5»  ediz.  riveduta  ed  am- 
pliata, dì  pag.  xx-232.  con  113  incisioni  e  tavole     ...    2  50 

Frutti  artificiali  —  vfdi  Pomologia  artificiale. 

Ftiliiiiiii  e-  |>»i><t(ultiiiiii,  di  CANF.STKINI,  di  pag.  viii-166, 
con  6  ine .        .    2  — 

Fuii;::lii  iiistii;;:ei*eccl  e  fiiii;srlil  veleiiOMil,  di  F. 
Cavara,  dì  paj>.  xvi-192,  con  43  tavole  e  11  incis.      .        .    4  50 

Funzioni  nnallticlie  (Teoria  delle),  di  (1.  Vivanti, 
dì  pag.  viii-4.'}2 3  — 

Ftiitzloni  ellitticlic,  di  E.  Pascal,  dì  pag.  240     .        .1  50 

Funzioni  |tolle<li>lciie  e  in<»<lula»i*i ,  (Elementi 
della  teoria  delle),  di  (i.  Vivami,  di  pag.  viii-437     .        .    3  — 


26  eli:nco  dki  manuali  hoepli 

L.   G, 

Fuochista  —  vedi  Chauffeur  -  Macchinista  e  Fuochista, 

Fuochi  artificiali  —  vedi  Esplodenti  -  Pirotecnia. 

Furetto  (II).  Allevamento  razionale.  Ammaestramento, 
Utilizzazione  per  la  caccia,  Malattie,  di  G.  Licciardelli, 
di  pag.  xii-172,  con  39  ine.         . 2  — 

Gallinacei  —  vedi  Animali  da  cortile  -  Colombi  -  PoUicolt. 

Osilvniiizzstzioiie,  ptilitiirsn  e  veiMilcls»tui»«* 
(lei  iiiet»lll  e  ^sUvaiiopIsiHtìc»  in  ^eaie- 
i*nle.  Manuale  pratico  per  l'industriale  e  l'operaio,  ri- 
guardante la  nichelatura,  ramatura,doratura,  argentatura, 
stagnatura,  ecc.,  in  tutte  le  applicazioni  pratiche,  di  F. 
Werth,    2*  ediz.,  rifatta,  di  pagine  xxi-535,  con  226  ine.    6  — 

Oal>'mioi>ln«4ticst(La)  del  ■*s&nie,  <4i*^ento,  oi*o, 
di  F.  Werth  (in  lavoro). 

0»lvano|>lnHtien  ed  altre  applicazioni  dell'elettrolisi. 
Galvanostegia,  Elettrometallurgia,  Affinatura  dei  metalli 
Preparazione  dell'alluminio.  Sbianeamento  della  carta 
e  delle  stoffe.  Concia  delle  pelli,  ecc.  di  R  Ferrini,  3» 
ediz.  completamente  rifatta,  pag.  xii-417,  con  45  incis.    .    4  — 

<ììulv£inoNte^ia)  di  I.  Ghersi.  Niehelat,,  argenlat ,  do- 
ratura, ramatura,  ecc..  p.xii-324con  4  ine,  L.3,50  (esaurito). 

faurofuiio  (II),  (Dianthus)  nelle  sue  varietà,  coltura  e 
propagazione,  di  G.  Girardi,  con  appendice  di  A.  Noxin, 
di  pag.  vi-179,  con  98  ine.  e  2  tavole  colorate    .        .        .    2  50 

0»Mti*oiionio  (II)  liioilei'iio,  di  E,  Borgarello.  Va- 
demecum ad  uso  degli  albergatori,  cuochi,  segretari  e 
personale  d'albergo  corredato  da  200  Metius  originali  e 
moderni, e  da  un  dizionario  di  cucina  di  4000  termini 
più  in  uso  nel  gergo  di  cucina  francese,  di  pag.  vi-41I      3  50 

Gatti  —  vedi  Cani  e  gatti. 

<««ME  illiiiiiinaiite  (Industria  del),  di  V.  Calza  vara,  di 
pagine  xxxii-672,  con  375  ine.  e  21G  tabelle  .        ,        ,    7  50 

—  vedi  Incandescenza  a,  gaz. 

Gaz  povero,  ad  esplosione,  ecc.  —  vedi  Motori. 

iielNieoltui^a,  di  I).  Tamaro,  2»  ed.  p.  xxix-245,  80  ine,    2  50 

Geodesia  —  vedi  Catasto  -  Celerimensura  -  Compsnsazione  er- 
rori -  Disegno  topograf,  -  Estimo  -  Telemetria  -  Triangolaz. 

(■eo;:ri*tUI»,  di  G,  Grove,  traduzione  di  G.  Galletti, 
2»  ediz,  riveduta,  di  pag,  xii-160,  con  26  ine.       ,        .        .    1  50 

<Be<»s::f<&nu  clJis^^iica,  di  H.  Tozer,  traduzione  e  note 

di  i.  (}ENTiLE,  5»  ediz  ,  di  pag,  iv-168 1  50 

<ieo^i*»li»  eoiiiiiiei»cÌMle  eeoiioniic»  iiiiiver- 
HUle,  di  I*,  Lanzo.vi,  3»  edizione  riveduta,  pag.  vn-40()      3  — 

<ì;eo;a:i*ttflM  Hhìctm,  di  A.  Geikie,  Irad.  di  A.  Stoppani, 
3»  ediz.,  pag.  iv-132,  con  20  ine 1  50 

Geografia    matematica  —  vedi  Bfere  cosmografiche. 

fìeoló;?!»)  di  A.  Geikie,  Iraduz.  di  A.  Stoppani,  4»  ediz. 
riveduta  da  G.  Mercalli,  pag.  xii-176,  con  47  ine.    .        .     1  50 

Cieolof^o  (II)  in  cuniB>»;ffnu  <^  i»^!  l»l»oi*ntorio, 
di  L,  Sequenza,  di  pag,  xv-305,  con  ine 3  — 

CSeonietrln  nuMllticu  elei  piano  e  delio  wpw- 
zio;  di  L,  Berzolari  (in  lavoro). 
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Geometri»  tIe!p4ei*itÉi vu,  di  F.  Aschieri,  di  pag.  vi-222, 

con  180  ine,  2»  ediz.  (esaurito). 
Geonietriiat    eleiìieiitwre   (Complementi   di),    di   C. 

Alasia,  di  pag.  xv-244  con  117  figure 1  50 

Geonietritt  e   tri;?oiioiiieti*iat  «lelln  t-itewi*,  di 

C.  Ai.ASi.\,  di  pag.  viii-208,  con  34  ine 1  50 

Geotneti*!»    nietrlcti   e    ti*i^oiionieti*ia<  di   S. 

PiNCHERLE,  6*  ediz.,  di  pag.  iv-158,  con  47  ine.   .        .        .    1  50 

—  vedi  Trigonometria. 

Geonieti*is»  l>i*»tic»9  di  G.  Erede,  4*  ediz.  riveduta 
ed  aumentata,  di  pag.  xvi-258,  con  134  ine.         .        .        .    2  — 

Geometi'ist  i>i*ojettÌvtt  «lei  i»l»iio  e  «Iella 
>!»tell»,  di  F.  Aschieri,  2»  ediz.,  pag.  vi-228,  con  86  ine.    1  50 

Geonieti'ln  pi*oJettlvu  dello  «spazio,  di  F.  A- 
SCHIBRI,  2»  ediz.  rifatta,  di  pag.  vi-264,  con  16  ine.    .        .    1  50 

Geoiiieti*!»  |>ui*a  eleiiieiitwi'e,  di  S.  Pinciierle, 
6»  ediz.  con  l'aggiunta  delle  figure  sferiche,  di  pagine 
vin-176,  con  121  ine 1  50 

Geonietrln  eleiiieiitstve  (Esercizi  sulla),  di  S.  Pin- 
CHERLE,  di  pag.  vni-130,  con  50  ine 1  50 

Geonietris»  elenient»i*e  (Frol)lemì  di),  di  I.  Ghersi, 
(Metodi  facili  per  risolverli),  con  circa  200  problemi  ri- 
solti, e  119  ine,  di  pag.  xn-160 1  50 

Geometria  dell'Operaio  —  vedi  Aritmetica. 

Ghiaccio  —  vedi  Industria  frigorifera. 

Gis»>*(liiiiei*e  (Il  libro  del)  di  A.  Picei,  2  volumi. 
I.  Il  Giardino  e  la  cultura  dei  fiori,  di  pag.  xii-325  con 

141  incisioni 3  50 

li.  La  Coltivazione  delle  piante  ornamentali  da  giar- 
dino, con  circa  150  incisioni 3  50 

GlniMliiio  (II)  iBitstntile,  di  P.  Conti,  p.  iv-2l3,  27  tav.    3  — 

Ginii»«4tlct»  (Storia  della),  di  F.  Valletti,  pag.  vin-184      1  50 

Giiiiit»*4tiea»  feiiiiiiiiille,  di  F.  Valletti,  p.  vi-1 12, 67  ili.    2  — 

Giiiii»*4tieu  iiiatHelille  (Manuale  di),  per  cura  di 
J.  Celli,  pag.  viii-108,  con  216  ine.  (esaurito,  la  2»  edizione 
è  in  preparazione). 

—  vedi  (inehe  Acrobatica  -  Giuochi-  ginnastici. 

Gloielieria,  oreficeria,  oro,  argento  e  platino  —  vedi  Orefice.* 

—  vedi  anche  Leghe  metall.  -  Metallurgia  dell'oro  -  Metalli  pre- 
ziosi -  Saggiatore  -  Tavole  alligazione. 

Giuochi  —  vedi  Biliardo  -  Lawn-Tennis  -  Scacchi. 

Giuoelti  ^liiiitiMtJel  |>et*  In  jurioventù  delle 
Scuole  e  del  popolo»  di  F.  Gabrielli,  pag.  xx-218, 
con  24  tav 2  50 

Giuoco  (II)  del  pallone  e  ^11  alti*l  atfllnl.  Giuoco 
del  calcio  (t'oot-Ball),  della  palla  a  corda  (Lawn-Tennis;, 
della  palla  al  muro  (Pelota),  della  palla  a  maglio  e  dello 
sfratto,  di  G.  Franceschi,  di  pag.  viii-214,  con  34  ine.         .    2  50 

Gliit*itto  (Manuale  per  il),  di  A.  Setti,  2*  ediz.  rifatta, 
di  pag.  xiv-246 ...    2  50 

Giurisprudenza  —  tedi  Avarie  -  Camera  di  consiglio  -  Codici  - 
Conciliatore  -  Curatore  fallimenti  -  Digesto  -  Diritto  -  Eco- 
nomia -  Kinanzo  -  Enciclopedia  amministrativa  -  Giurato  - 
Giustizia  -  Leggi  -  Legislazione  -  .Mandato  commerciale  -  Notaio 
-  Ragioneria  -  Socialismo  -  Strade  ferrate  -  Testamenti. 
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Glu*^tlzin  nnfiminlMtvsttlvn.  Principi  fondamen- 
tali. Competenze  dei  Tribunali  ordinari,  della  IV  Se- 
zione del  Consiglio  di  Stato  e  delle  Giunte  provine,  ani- 
minist.  e  relativa  procedura,  di  C.  Vitta,  di  pag.  xii-427    4  — 

Olottolo^-I»,  di  G.  De  Gregorio,  pag.  xxxii-318      .        .    3  — 

Glucosio  —  vedi  Fecola  -  Zucchero. 

tinoiiionicst  ossia  l*nt*te  <li  ^o«^ti*uli*e  oi^olo^l 
Nolsti*i,  lezioni  di  B.  M.  La  Leta,  p.  viii-160,  con  19  fig.    2  — 

Gobelins  (vedi  Arazzo). 

Gomma  elast'Ca  —  wdi  Caoutchouc  -  Imitazioni, 

Gi*ufolo^isi,  di  C.  Lombroso,  pag.  v-245  e  470  facsimili    3  50 

Gi*suitms»tic»  nlltsiiieNe  con  le  |>oe«4ie  i*a»i*e 
di  Vs»'il><>«lst,  di  V.  LiuRANDi,  pag.  xvi-200    .        .        .    3  — 

Grammatica  araba  —  vedi  Arabo  parlato. 

Grammatica  araldica  —  vedi  Araldica  -  Vocabol.  araldico. 

Gi>aninistties&  ed  e^i^eveizi  pi^sttlei  dell»  lili- 
ali» dsMiewe-iiorve^tlaiia  colle  principali  espres- 
sioni  tecnico-nautiche,  di  G.  Frisoni,  pag.  xx-488    .        .    4  50 

Gì*»!!!  Ili  itti  est  ed  ei^erclzl  i>i*Mtlcl  dell»  llii- 
^ti»  el»i*s*ìe«,  di  I.  Levi  fu  Isacco,  pag.  192        .        .    1  50 

Gi*»in»i»tlc*st  tvitncoie,  di  G.  Prat,  2*  ed.  p.  xii-299    1  50 

Gr»nini»tlca.  e  dizloiisii'io  della  lin;j;^tist  «lei 
GsUI»  (oi*oinonlcsi);  di  E.  Viterbo;  Voi.  I.  Galla- 
Italiano,  p.  viii-152 2  50 

Voi.  II.  Italiano-Galla,  pag.  lxiv-106        .        .        .        .    2  50 

Grammatica  gotica  —  vedi  Lingua  gotica. 

Gi*skiiiniat:lea  ^■•eest.  (Nozioni  elementari  di  lingua 
greca),  di  V.  Inama,  2»  ediz.,  pag.  xiv-208     .        .        .        .    1  50 

Gmninitttiesn  della  IÌNa;riisfc  s;wticst.  niodet*na, 
di  R.  LovERA,  (2»  ediz.,  in  lavoro). 

—  tedi  anche  Dizionario. 

Grtkiiiiiiittiea  ln;:rle*i»e»  di  L.  Pavia,  2^^  ediz.,  p.  xii-262    1  50 
<«i*aiiinBatiea  Italiana,  di  T.  Concari,  2» ed.  (esaurito). 

—  vedi  Dialetti  italici  -  Figure  grammaticali  -  Grammatica 
storica. 

Gi*aiimiatiea  latina,  L.  Valmaggi,  2ae(l.,  pag.  viii-256    1  50 

€jii*aniniat}ca  nittsris«i*a,  con  esercizi  e  vocabola- 
rieito,  di  A.  Aly  Belfàuel,  di  pag.  xix-332         .        .        .    3  — 

Grammatica  Norvegìana  —  tedi  Gramm.  Danese. 

Graniniatlea  «lellat  lingua  olsinde«i»c,  di  M.  Mor- 
gana, pag.  vni-224 3  — 

Graniinattiea  ed  e^ei^eizi  pratici  della  lin- 
gua |><>■•tOj^:lle«!»e-l>rl»«4iliana,  di  G.  Frisoni,  di 
pag.  x!i-2(57      .        .  3  — 

€iii*aniniattiea  e  'vocal>ola&i*io  «lelisà  lingua 
i*uniena,  di  R.  Loveha,  con  l'aggiunta  di  un  vocabo- 
lario delle  voci  più  usate,  2'' ed.  ri ved.  e  corretta,  p,  x- 183    1  50 

—  vedi  Letteratura  rumena. 

Gfaniniaties»  fiiMMa»,  di  Voinovich,  di  pag.  x-272      ,    3  — 

—  vedi  Vocabolario  russo. 
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Grammatica  sanscrita  —  vedi  Sanscrito. 

Oruninisttieu  della  litisrua   ci*outu-Nei*t>o,  di 

G.  Andhovic,  di  pag.  xiv-299 3  — 

Grulli  ni  sttJett  dollst  litiipis^tisi  Hloven».  Esercizi  e 
vocabolario  di  B.  Guyon,  di  pag.  xiv-314     .        .        .        .    3  — 

fìi>sinini<itleu  !Ui|>si;:riitiol»,  L.  Pavia,  2«  ed.,  p.  xn-194    1  50 

OmniiiKiticsi  dellu  lingua  «<ivecleNe,  di  E.  I^a- 
ROLi,  di  pag.  xv-293 3  — 

Gi*nninisitiesi  «^tovica  dell»  lin;i?ii»  e  del  «lisi- 
letti  Itsiiliiiil,  di  F.  D  Ovidio  e  G.MiìYER-l.iJBKE.  Trad. 
sulla  2»-  ed.  tedesca  di  E.  Polcari,  di  pag.  xii-301    .        .    3  — 

Oi*stiiiiiititiea  te€le«4csi,  di  L.  Pavia,  2»  ed.  p.  xviii-272    1  50 

Grammatica  del  Tigre  —  vedi  Tigre  italiano. 

Gt>siiiinisitiesi  tufcsi  ONnisinlI)  con  paradigmi,  cre- 
stomazia e  glossario  di  L.  Bonelli,  p.  viii-200  e  5  tavole    3  — 

Grandine  —  redi  Assicurazioni. 

Granturco  —  vedi  Mais  -  Indu-^tria  dei  molini. 

Grsivitnzioiie.  Spiegazione  elementare  delle  princi- 
pali perturbazioni  nel  sistema  solare,  di  Sir  G.  B.  Airy, 
traduzione  di  F.  Pohho,  con  50  ine,  pag.  xxii-176    .        .     1  50 

Greco  moderno  —  vedi  Crestomazia  -  Grammatica  -  Dizionario. 

Grecia  antica  —  vedi  Archeologia  (.\rte  greca)  -  Atene  -  Mito- 
logia greca  -  Monete  greche  -  Storia  antica. 

Gi*upi>l  eontiiiui  di  ti^siMfoi^iiisizloiil  (Parte  ge- 
nerale della  teoria),  di  E.  Pascal,  di  pag.  xi-378       .        .    3  — 

Guidai  iiiiiiiiHnisitiea  unlvef*i4sile,  coni  6278  in- 
dirizzi e  cenni  storico-statistici  di  coUez.  pubbliche  e 
private,  di  numismatici,  di  società  e  riviste  numism.,  dì 
incisioni,  di  monete  e  medaglie  e  di  negoz.  di  monete  e 
libri  di  numismatica,  di  F.  Gneccui,  4i  ediz.,  di  p.  xv-612    8  — 

Guttaperca  —  aedi  Caoutchouc  -  Imitazioni. 

IIiiaiiiiH  (L'),  Isi  fei'tilitai  e  l^^lene  «lei  tefreiil 
eiiitiii*sili)  di  A.  Casali,  pag.  xvi-210         ....    2 

Idi'siiiliesi,  di  T.  Perdoni  (È  in  lavoro  la  2^  ediz.  ri- 
fatta da  E.  Zeni). 

—  vvdi  Consorzi  di  difesa  del  suolo. 
Idrografia  —  vedi  Fotogrammetria. 

ldi'otei*ii|»isi,  di  G.  Gì  BELLI,  pag.  iv-2.38,  con  30  ine.        .    2  — 

—  vedi  anche  Acque  minerali  e  termali  del  Regno  d'Italia. 
Igiene  d.  alimentazione  —  v.  Bromatologia  -  Chimica  applicata  all'. 
Igiene  «leliai  lioecti  e  dei  deiitij  no/ioni  elemen- 
tari di  Oiiontologia,  di  L.  Coulliaux,  p.  xvi-330  e  23  ine.    2  50 

Igiene  del  lavoro  —  vedi  Malattie  (Le;  dei  lavoratori. 
I^Xieiie  «lei  Isivoi'O,  di  Trambusti  A.  e  Sanarelli    G., 

di  pag.  vin-262,  con  70  ine 2  50 

Iprieiie  «leliai  mente  «*  «It-^ilo  ««tmllo,  di  G.  Anto- 

NELLi,  di  pag.  xxiii-410 3  50 

Ifsrieiie  dellii  pelle,  di  A.  Bellini,  di  p.  xvi-240,  7  ine.    2  — 
l|j;-leiie  |>i«ivsitsi  e  medicina  popolare  ad  uso  delle  la- 

miglie,  di  C.  Bock,  2»  ed.  ital.  di  G.  Galli,  di  p.  xvi-272    2  50 
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Igiene  i*ui*ale,  di  A.  Cvrraroli,  di  pag.  x-470  .    3  — 

Igiene  ^colas^ticn,  dì  A.  Repossi,  2»  ediz.,  p.   iv-246      2  — 

l^leae  del  ««ouiio«  di  G.  Axtoxellc,  p.  vi-224  con  1  tav.    2  50 

l^ieiie  >'etei*lus»i*l5*,  di  U.  Barpi,  di  pag.  vni-228       .    2  — 

Igiene  cielln  -«'i-^t»  •i^otto  il  i*Ì9«i>etto  «seoia- 
witico;  di  A.  LoMONACO,  di  pag.  xii-272  .    2  50 

Igriene  dell»  vit4t  pul>l>liea  e  privata,  G.  Fa- 
RALLi,  di  pag.  xji-250  2  50 

l^leiii<^ta,  (Man.  pratico  dell')  per  uso  degli  Ufficiali 
sanitari,  degli  allievi  dei  corsi  complementari  d'igiene 
e  degli  studenti  di  medicina,  farmacia  e  vcter.,  dei 
Dott.  C.  ToxziG  e  G.  Q.  Rcata  con  prefazione  del  Prof. 
A.  Serafini,  di  pag.  xii-374,  243  ine.        .        .        .        ,        ,    5  — - 

Igrro«4copi,  i^i'onieti*!)  umidità  atmoi^tei^ica, 
di  P.  Cantoni,  pag.  xii-142,  con  24  ine.  e  7  tabelle    .        .    1  50 

Illuminazione  —  vedi  Acetilene  -  Gaz  illam.  -  Incandescenza. 

Illuiiiiiisusioue  eietti'ica  (^Impianti  di),  Manuale  pra- 
tico di  E.  PiAzzoLi,  5*  ediz.   (esaurito,  in  ristampa). 

Imbalsamatore  —  vedi  Naturalista  preparatore  -  Naturalista 
viaggiatore  -  Zoologia. 

Imbianchimento  —  vtdi  Industria  tintoria  -  Ricettario  industr. 

Imeiiottei'i.  Xeurotteri,  P!iieiidonetii«ottei«l, 
Oi'tottefi  e  Rineoti  italiani,  di  E.Griffini  (En- 
tomologia IV),  di  pag.  xvi-687,  con  243  ine.         .        .        .    4  50 

imitazione  di  Ci*i<i4to  (Della),  Libri  quatiro  di  Gio. 
Gersenio.  volgarizzamento  di  Cesare  Guasti,  con  proe- 
mio e  note  di  G.  M.  Zampini,  di  pag.  lvi-396        .        .        .    3  50 

Imitazioni  e  •4ucce<lanei  nei  ^luindi  e  pic- 
coli pi*odotti  induHti*iali*  Pietre  e  materiali  da 
costruz.  Amianto,  Cuoio,  Seta,  Paste  da  carta.  Gomma 
elastica,  Avorio,  Corno,  Ambra  e  Madreperla,  Cellu- 
loide, ecc.  di  I.  Ghersi,  di  pag.  xvi-591,  con  90  ine.  .    6  50 

Immunità  e  i*e*4i*4tenza  alle  malattie,  di  A. 
Galli  Valerio,  di  pag.  viii-218 1  50 

Impalcature  —  tedi  Costruzioni. 

Impiesffo  ipodei*mico  (L')  e  la  «lo«4atui*a  dei 
i*imedi,  Man.  di  terapeutica  di  G.  Malacrida,  (esaurito^. 

lmpo*^te  «lifette  (Riscos.  delle),  di  E.  Bruni,  p.  viii-158    1  50 

lneande«»cenza  a  ^a>4,  (Fabbricazione  delle  reti- 
celle; di  L.  Castellani,  di  pag.  x-140,  con  33  ine.      .        .    2  — 

Inchiostri  —  vedi  Ricettario  industriale  -  Vernici,  ecc. 

Indovinelli  —  vedi  Enimmistica. 

lndU!<ti*ia  (L';  fi'lproi»ifei*a,  di  P.  Ulivi.  Nozioni 
fondamentali,  macchine  frigorifere. raffreddamento  del- 
l'aria, ghiaccio  e  cenni  sulla  liquefazione  dell'aria  e  dei 
gas,  di  pag.  xii-168,  con  36  fig.  e  16  tabelle  .        .        .        .    2  — 

lndu*itria  tai*tai*ica,  di  G.  Ciapetti.  Materie  deri- 
vanti dal  vino.  Fabbricaz.  e  raffinaz.  del  cremore  di  tar- 
taro, del  tartrato  di  calcio,  dell'acido  tartarico.  Analisi 
d.  sostanze  tartariche  dei  derivati,  di  p.  xv-276,  con  52  ine.    3  — 

lndu«4ti*ia  tintoria,  di   M.    Prato.   —   I.   Imbianchi- 
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mento  e  Tintura  della  Paglia;  —  II.  Sgrassatura  e  im- 
bianchimento della  Lana;  —  III.  Tintura  e  stampa  del 
Cotone  in  indaco;  —  IV.  Tintura  e  stampa  del  Cotone 
in  colori  azoici,  di  pag.  xxi.292,  con  7  ine,         .        .        .    3  — 

IncluMtrie  (Piccole).  Scuole  e  musei  industriali  -  Indù 
strie  agricole  e  rurali  -  Industrie  manifatturiere  ed  ar 
tistiche,  di  I.  Ghersi,  di  pag.  xii-372 3  50 

Infanzia  —  vedi  Rachitide  -  Malattie  dell'  -  Giardino  infantile 
Nutrizione  -  Ortofrenia  -  Posologia  della  terapia  infantile 
Sordomnto. 

Infermieri  (Istruzioni  per  gli;  tedi  Assistenza. 

Infezione  —  vedi  Disinfezione  -  Medicatura  antisettica. 

liifoi*tuni  «ni  lavoro  (Mezzi  tecnici  per  prevenirli), 
di  É.  Magrini,  di  pag.  xxxii-252,  con  257  ine.      .        .        .3  — 

—  vedi  anche  Legge  sugli  infortuni. 

Infortuni  della  niontag^na  (Gli).  Manuale  pratico 
degli  Alpinisti,  delle  guide  e  dei  portatori,  di  ò.  Ber- 
nhard, trad.  di  R.  Curti,  di  p.  xviii-60.  65  tav.  e  175  fig.    .    3  50 

Ingegnere  agronomo  —  ve'H  Agricoltore  (Front,  dell';  -  Agronom. 

In^e^nere  civile.  Manuale  dell'ingegnere  civile  e  in- 
dustriale, di  G.  Colombo,  24»  ed.  e  aumentata  (64"  al  66° 
migliaio),  con  231  fig.  e  una  tav.,  di  p.  xn-458    .        .        .    5  50 

ln;;fejsrnere  coj^trnttore  meccanico  (Vademe- 
cum per  l),  di  G.  Mala  VASI,  di  p.  xviii-555,  con  1131  fi- 
gure e  disegni  eostruttivi  e  266  tabelle         .        .        .        .    6  50 

In^e^nere  elel:ti*icl*4ta,  di  A.  Marro,  di  p.  xv-689 
192  ine.  e  115  tabelle 7  50 

In^e^nere  navale,  di  A.  Cignoni,  di  pag.  xxxii-292, 
con  36  figure '        ...    5  50 

Ingegnere  rurale  —  udì  (Prontuario  dell';  -  Agricoltore. 

Ingegneria  legale  —  vedi  Codice  dell'ingegnere. 

Inghilterra  —  vedi  Storia  d'Inghilterra. 

In!i4e£;:n amento  (L')  dell^itallano  nelle  Scuole  se- 
condarie, di  C.  Trabalza,  di  pag   xvi-254    .        .        .        .    1  50 

Insegnamento  della  Letteratura  —  vedi  Letteratura. 

Incetti  nocivi,  di  F.  Francesghini,  p.   viii-264,  96  ine.    2  — 

ln«»ettl  utili,  F.  Francesghini,  p.  xn-160,  42  ine.,  1  tav.    2  — 

Interenne  e  «sconto,  E.  Gagliardi,  2»  ediz.,  p.  viii-198    2  — 

Inumazioni  —  tedi  Morte  vera. 

Ipnotismo  —  vedi  Magnetismo  -  Occultismo  -  Spiritismo  -  Te- 
lepatia. 

Ipoteclie  (Man.  per   le),   di   A.    Rabbeno,   di    p.  xvi-247     1  50 

lMlami<-imo  (L').  di  I.  Pizzi,  di  pag.  viii-494  .    3  — 

Ittiolosfia  Italiana,  di  A.  Griffini,  con  244  ine.  De- 
scriz.  dei  pesci  di  mare  e  d'acqua  dolce,  di  p.  xviii-469    4  50 

—  vedi  anche  Pisciscoltura  -  Ostricoltura. 
Lacche  —  vedi  Vernici,  ecc. 
Lanterna  magica  —  vedi  Cinematografo. 

Laringologia  —  vedi  Malattie  dell'orecchio,  del  naso  e  della  gola. 
l^aterizi  (I),  di  G.    Revere,   di    p.  xii-298,  con  134  incis.    3  50 
l^sttt<''    iLa    produzione    del)  e    l«»    iittlefie    ?<i«>(*istli 

co<»|»ei*ativ<>.  (li  K.  r,i,,,(,iA\i.  p.  xii-14L  con  '.1(5  itic.     4  — 
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létkttCf  t>iii*i*o  e  cstcio*  Chimica  analitica  applicala 
al  caseificio,  di  G.  Sartori,  pag,  x-162,  con  24  ine.    .        .    2  — 

L.s%>'Oi*stzioiie  dei  iiietstlli  e  «lei  lejB:ii»iiii.  Ele- 
menti di  tecnologia  meccanica;  di  C.  Arpesani,  di  piigine 
xii-317,  con  274  incisioni  nel  testo 3  — 

Lavori  femminiii  —  vedi  Abiti  per  signora  -  Biancheria  -  Mac- 
chine da  cucire  -  Monogrammi  -  Trine  a  fuselli. 

Lst>'oi*i  nis»i*ittiitil  ed  impianti  poi^tuali»  di 
F.  Bastiani,  di  pag.  xxiii-424,  con  209  fig 6  50 

Lavori  pubblici  —  vedi  Leggi  sui  lavori  pubblici. 

L.avoi*i  in  tei»i*a  (Man.  di),  di  B.  Leoni,  p.  xi-305,38inc.    3  — 

Lavoro  —  vedi  Codice  (Nuovo)  del. 

L.avoi*o  delie  donne  e  dei  fanciulli.  Nuova 
legge  e  regol.  19  giugno  1902  -  28  febbr.  1903.  Testo,  atti 
parlam.  e  commento,  per  cura  di  E.  Noseda,   p.  xv-174    1  50 

La-wn-TenniM,  di  V.  Baddeley,  prima  traduz.  italiana 
con  note  e  aggiunte   del  trad.,   di  p.  xxx-206   con  13  ili.    2  50 

Legatore  di  llhri  (11  dilettante),  di  G.  G.  Giannini, 
di  pag.  xi-204,  91  ine,   17  tav.  fuori  testo  (2  a  col.>   .        .    3  50 

Le;;r^e  (La  nuova)  comunale  e  pi'ovinciale,  an- 
notata da  E.  Mazzoccolo,  5»  ediz.  coordinata  coi  decreti 
e  leggi  posteriori  a  tutto  il  1904,  con  due  indici,  di  p.976 
(esaurito,  la  6*  ediz.  è  in  corso  di  stampa). 

—  vedi  Enciclopedia  amministrativa. 

L.e^f:^e  (La)  elettoi*ale  politica  nelle  Nue  foittl 
e  nellsi  t^utx  f^iui*ÌNi»i*u<lenaEa;  di  G.  Montalcini, 
di  pag.  xvi-496 5  50 

Le^^e  ««u^li  infortuni  «mil  lavoi^o?  di  A.  Sal- 
vatore, di  pag.  312 3  — 

—  vedi  Codice  (Nuovo)  del  lavoro, 

Le^;:re  huì  lavoi>i  pul>i>lici  e  i*e.a::ol amenti,  di 

L.  Franchi,  pag.  iv-110-xlviii 1  50 

, Legge  lavoro  donne  e  fanciulli  —  tedi  Lavoro. 

L.e^;^'e  «tull^oiMlinsunento  ^ludiziai^io»  di  L. 
Franchi,  di  pag.  iv  92-cxxvi 1  50 

Le;;^^ende  popolari,  di  E.  Musatti.  3»  ediz.,  p.  viii-181    1  50 

Leggi  e  convenzioni  sui  diritti  d'autore  —  vedi  Codici  e  Leggi 
usuali  d'Italia,  voi.  Hi. 

Leggi  e  convenzioni  sulle  privative  industriali  —  vedi  Codici  e 
Leggi  usuali  d'Italia,  voi.  IV. 

iuVfSìSl  Hulla  «sanità  e  sicurezza  pultldica,  di 
L.  Franchi,  pag.  iv-l(t8-xcii 1  50 

L.ejs;:^i  nulle  ta«iHe  di  Re^i«4tvo  e  bollo,  con  ap- 
pendice, di  L.  Franchi,  pag.  iv-124-cii  .        .        .        .    1  50 

Leggi  usuali  d'Italia  —  vedi  Codici  e  Leggi. 

L.e{8rlie  metalliclie  ed  amal^anie  alluminio, 
nichelio,  nielalli  preziosi  e  imitazione,  bronzo,  ottone, 
monete  e  medaglie,  saldature,  di  I.Ghersi,  p.xvi-431,15inc.    4  — 

L.e^iMlazione  »4Ulle  ac<|ue,  D.  Cavalleri,  p.xv-274    2  50 

Legislazione  ferroviaria—  vedi  Strade  ferrate  -  Trasporti  e  tariffe. 

Legislazione  mortuaria  —  vedi  Morte. 

JLe^i>i<lazioiie  rurale,  secondo  il  programma  gover- 
nativo per  gli  Istituti  Tecnici,  di  E.  Bruni,  2*ed.  p.  xv-423    3  — 
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Le^lNluzIone  e^nnitariu  ituIiuiiM  (La  nuova),  di 
E.  NosKDA,  di  pag.  vni-570 5  — 

Le^iiunii  liidi^c-iii  ed  erotici  nel  loi'o  11*^1  e 
l>i'o>eiiIeiia:e,  di  0.  Fogli.  Guida  dei  produttori, 
carpentieri,  laiegnunii,  ebanisti  e  di  tutti  i  consumatori 
di  legname  di  pag.  viii-197,  con  37  ine 2  50 

Legnami  —  vedi  Cubatura  dei  legnami  -  Falegcame. 

Legno  artificiale  —  vedi  imitazioni. 

Legno  (Lavoraz.  dei  prodotti  di    distillaz.  del)    —  ttdi  Distillaz. 

L.e|»icIottei*l  ituliuiil,  di  A.  Griffini  (Entomol.  II), 
pag.  xiii-248,  con  149  ine. 1  50 

L,ettei*atui'«  ttlli«iie}i*e,  di  A.Stbaticò,  pag.  xxiv-280    3  — 

Lettei'tttii»'»  ttinei'loaii»,  di  G.  Siraffobello,  di 
pagine  158 1  50 

Lettei'Mtiii'»»  «l'ali»,  di  I.  Pizzi,  di  pag.  xii-388  .        .    3  — 

—   vedt  arche  Islamismo. 

Getter atui-a  awwira,  di  B.  Teloni,  p.  xv-266  e  3tav.    3  — 

Lettei«atiii*at  catalana,  di  A.  Restori  (In  lavoro). 

Letteratura  aanese  —  tedi  Letteratura  norvegiana. 

L.ettei*attii*J»  c]i*aniniatiea«  di  C.  Levi,  pag.  xii-339    3  — 

L.ettei*atui'a    elii-aiea,  di  A.  Revel,  2  voi.    pag.  364    3  — 

Letteratui'a  e;KÌzlaiia,  di  L.  Brigicti.  (In  lavoro). 

Letteratura  fvaiiceNe,  di  E.  Mabcillac,  traduz  di 
A.  Paganini,  3»  ediz..  di  nae.  vni-198 1  50 

Letteratura  {u;i*eca,  di  V.  Inama,  15»  ediz.  riveduta 
(dal  51°  al  61°  migliaio),  di  pag.  viii-236  e  una  tavola     .    1  50 

Letteratura  Incliaiia,  di  A.DE-Gt'BERNATis,p.  viii-159    1  50 

L.etteratur<k  lit^leM^e,  di  E.  Solazzi,  2*  ediz.,  L.  1  50 
(esaurito). 

Letteratui'a  Italiana,  di  C.  Fenini,  dalle  origini  al 

1748,  (i'i  ediz.  rilatta  da  V.  Ferrari,  di  pag.  xii-208   .        .    1  50 

Letteratui'a  italiana  niodei-nu  (1748-1870).  Ag- 
giunti 2  quadri  sinottici  della  letiemlura  contemporanea 
(1870  l'JClj  di  V.  Ferrari,  di  pag.   2iìO,   L.  1  50  ,  esaurito). 

Letteratura  italiana  modei'iia  e  contentilo- 
ranca  IT^^-llloa,  di  V.  Ferrari,  di  pag.  vni-429     .    3  — 

Lettcratui'U  lta«liana  (Insegnamento  pratico  della) 
di  A.  De  GiARiNOM,  .  d  uso  delle  Scuole  medie  e  degli 
studiosi  di  lingua  italiana,  di  pag.  xix-380  .    3  — 

Letteratura  militare  (Nozioni  di)  compilate  secondo 
i  programmi  del  Ministero  della  Guerra,  da  E.  Maraxesi, 
di  pag.  vin-224 1  50 

Letteratura  latina  —  vfdì  Letteratura  romana. 

Lettei'sitiira  iiorvejKiantt,  di  S.  Consoli,  p.  xvi-272    1  50 

Lettei'atiira  |tei«HÌanti,  di  1.  Pizzi,  di  pag.  x-208      .     1  50 

Letteratura  pi'ovenzale,  di  E.  Portal.  /  moderni 

truvutori.  Hiografie  provenzali,  di  png.  xvi-221  .         .         .     1  50 

Letterttliirit  ■•<»niaiii<t<  di  F.  Ramorino,  7»  ediz.  cor- 
retta   dal  28°  al  32°  migliaio.,  di  pag.  vni-34y     .        .        .     1  50 

Lettct*atura  ■•utiiena,  di  H.  Loveha,  con  breve 
crestomazia  e  dizionarietto  esplicativo,  di  pag.  x-199      .    1  50 
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Letteratura  Npa^^uiiola,  B.  Sanvisexti,   p.  xvi-202    1  50 

Letteratura  tefle*4ca,  di  O.  Lange,  3»  ecliz.  rifatta 
da  R.  MiNUTTi,  di  pag.  xvi-188 1  50 

Letteratura  uBi£;rliere«^et  di  Zigany  Arpàd,  p.  xii-295    1  50 

Letteratura  uiiiver«^ale  (Compendio  di),  di  P,  Pa- 
risi, di  pag.  viii-391 .        .    3  — 

Letterature  Hiave,  di  D.  Ciàmpoli,  2  volumi: 

I.  Bulgari,  Serbo-Croati,  Yugo  Russi,  di  pag.  iv-144        .    1  50 
II.  Russi,  Polacchi,  Boemi,  di  pag.  iv-142     .        .        .        .    1  50 

Levatrice  —  vedi  Ostetricia. 

Limnologia.  Sluiio  scientifico  dei  laghi,  di  G.  P.  Ma- 
grini, di  pag.  XV-2I2,  53  ine.  ed  1  tavola  in  cromo  .       .3  — 

Limoni  —  vedi  Agrumi. 

Lingua  araba  —  vedi  Arabo  parlato  -  Dizionario  eritreo  -  Gram- 
matica Galla  -  Lingue  dell'Africa  -  Tigre. 

Lin;:^ua  eiue*4e  pstrlata.  Elementi  grammaticali  e 
glossario  di  F.  Magxasco,  di  pag.  xvi-114      .        .  .2  — 

Lingua  ;:[riai>|>oue«4e  parlata.  Elementi  gramma- 
ticali e  glossario  di  F.  Magnasco,  di  pag.  xvi-110      .        .    2  — 

Liu;;rus»  ;;:otÌca,  grammatica,  esercizi,  lesti,  vocabolario 
comparato,  di  S.  Friedmann,  di  pag,  xvi-333       .        .        .    3  — 

Lingua  greca  —  vedi  Crestomazia  -  Dialetti  -  Dizionario  -  Eser- 
cizi -  Filologia  -  Florilegio  -  Grammatica  -  Letteratura  -  Mor- 
fologia -  Verbi. 

Lingua  latina  —  vedi  Dizionario  di  abbreviature  latine  -  Epi- 
grafia -  Esercizi  -  Filologia  classisa  -  Fonologia  -  Grammatica 
-  Letteratura  romana  -  Metrica  -  Verbi. 

Liu;j;r»s^  l>er**lauj*,  dì  D.  Argentieri.  Grammatica,  cre- 
stomazia, glossario.  (In  lavoro). 

Lingua  RuNMa  (Manualetto  della)  con  la  pronunzia 
figurala  di  P.  G.  Spfrandeo,  conlenente  la  grammatica 
e  gli  esercizi,  oltre  3000  vocaboli  della  lingua  parlala, 
con  le  tlessioni  irregolari,  una  scelta  di  prose  e  di 
poesie,  un  frasario,  2»  ediz.,  di  pag.  ix-274  .        .        .4  — 

Liiigua  turca  osmanli  —  vedi  Grammatica. 

Lin;:rue  <lelPAfrica«  di  R.  Gust,  versione  italiana  dì 
A.  De  GuBERNATis   di  pag.  iv-110 1  50 

Lingue  Germaniche  —  vedi  Grammatica  danese-norvegiana,  in- 
glese, olandese,  tedesca,  svedese. 

Lingue  neo-elleniche  —  v.  Crestomazia  -  Dizionario  greco  mod. 

Lingue  iieo-latlue,  di  E.  Gorra  (esaurito,  la  2»  ediz. 
è  in  lavoro). 

Lingue  straniere  (Studio  delle),  di  C.  Marcel,  ossia 
l'arte  (ii  pensare  in  una  lingua  straniera,  traduzione  di 
G.  Damiani,  di   pag.  xvi-136        ...  ...     1  50 

Linguistica  —  tedi  Grammatica  sturif  a  della  lingua  e  dei  Jialetti 
italiani  -  Figure  (Le)  grammaticali. 

Linoleum  —  ttdi  Imitazioni. 

Liquidatore  di  sinistri  marittimi  —  vedi  Avarie  e  sinistri  marit. 

Li<|uorÌMta  (Manuale  del)  di  A.  Rossi,  con  l^iSO  ricetle 
pratchi",  2»  edi/.  con  modificazioni  ed  aggiunte  a  cura 
di  A.  Castoldi,  di  pag.  xvi-682  (esaurito,  la  3*  edizione 
è  in  corso  di  stampa). 

Llto;i;ralla,  di  C.  Doyen,  di  pag.  viii-261,  con  8  tavole 
e  40  figure  di  attrezzi,  ecc.  occorrenii  al  litografo   .       .    4  — 
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Liuto  —  tedi  Chitarra  -  Mandolinista  -  Strumenti  ad  arco  -  Vio- 
lino -  Violoncello. 

L.oeoniol»lli  (Manuale  pei  conduttori  di),  con  appen- 
dice sulle  trebbiatrici,  (li  L.  Gei,  2*  ediz.,-di  pag.  xii-314, 
con  147  incis.  e  32  tabelle *      .        .    2  50 

—  cedi  Automobili  -  Caldaie  -  Macchiuista  -  Trazione  a  vapore. 

E.os:a»*itiiil  (Tavole  di),  con  5  decimali,  di'O.  Mùller, 
9*1  ediz.  aumentata  dalle  tavole  dei  logaritmi  d'addizione 
e  sottrazione  per  cura  di  M.  Raina,  di  pag.  xxxvi-191        .    1  50 

Lo^lcst)  di  \V.  Stanley  Jevons,  traduz.  di  C.  Cantoni. 
5*  ediz.,  di  pag.  vni-156,  con  15  incis 1  50 

Lo^ies»   niuteiiiaticsi,  di   C.  Bukali-Forti,   p.  vi-158    1  50 

LiO^K^itmtio^raf isM  di  C.  Chiesa,  3»  ediz.  (esaurito). 

Logogrifi  —  vedi  Enimmistica. 

Lotta  —  vedi  Pugilato. 

Luce  e  oolofi,  di  G.  Bkllotti,  pag.  x-157,  con  24  ine.    1  50 

Luoe  e  Nti«»ii<»<  di  K.  Jones,  traduzione  di  U.  Fornari, 
di  pag.  viii-336,  con  121  ine 3  — 

Luce  e  Nulute.  Fototerupist  e  i*n(llotei*aplu, 
di  A.  Bellini,  di  pag.  xii-3(>2,  con  65  ligure        .       .        .    3  50 

Lupino  —  vedi  Fecola, 

Lupus  —  ifdi  Luce  e  salute. 

Muccliiiie  (Atlante  di)  e  eli  Caltlule,  con  testo  e  note 
di  tecnologia,  di  S.  Dinaro,  di  pag.  xv-80,  con  112  tavole  e 
170  figure  in  iscala  ridotta 3  — 

MacclDine  (11  Montatore  di),  di  S.  Dinaro.  Seconda  edi- 
zione inlieramente  rifatta  ed  ampliata,  p.xvi-502,  G2  ine.    4  — 

Macchine  agricole  —  udì  Meccanica  agraria. 

Macelline  pei»  cucire  e  i'lcamai*e,  di  A.  Galas- 
siNi,  di  pag.  vii-2oO,  con  100  ine 2  50 

Macelline  a  vapore  (Manuale  del  costruttore  di),  di 
H.  Haeokr,  2*  ediz.  italiana  di  E.  Webber  (In  lavoro). 

MaccliliiiHta  e  fuoclilNta,  di  G.  Gautero  e  L.  Loria 
11»  ediz.,  compiei,  rilatta  dall'lng.  C.  Malavasi,  con  una 
append.  sulle  Locomobili  e  le  Locomotive  e  col  testo  go- 
vernativo del  Hegolamento  sulle  caldaie  a  papere  e  nor- 
me per  gli  esami  dei  macchinisti  e  fochisti,  di  pagine 
xvi-271,  con  105  incisioni  nel  testo 2  50 

MaccliiiiiMta  navale,  per  uso  dei  macchinisti  della 
R.  Marina,  dei  Macchinisti  delle  Compagnie  di  Naviga- 
zione, dei  Ineriti  e  Coslrutt.  navali  meccanici,  Capitecnici, 
Capi-Oflic,  Capi-disegn.,  ecc.  di  !•:.  GiORLLdi  pag  xv-879, 
con   900    forinole,    030   tìg.  e  molteplici  problemi  risolti    7  50 

Macinazione  —  tedi  Industrie  dei  nioiini  -  Panificazione. 

Ma<li*€^l>ei*la  (La)  e  il  suo  uso  nell'industria  e  nelle 
arti,  di  E.  Orilia,  di  pag.  viii-258,  con  40  ine.  e  4  tavole    4  50 

Magiaro  —  tedi  Grammatica  magiara  -  Letteratura  ungherese. 

Ma^iietitMuio  ed  eletti'lcits».  Principi  e  applica- 
zioni esposti  elementarmente,  di  F.  Grassi,  3"  ediz.,  di 
pag.  xvi-508,  con  280  lìg.  (esaurito,  la  4»  ediz.  è  in  lavoro). 

Ma^uetlMiiio  e  i|»ii«»t,l<iiiii<»,  di  G.  Belfiore,  2"  ediz. 
rilatta,  di  pag.  vni-auii 3  50 

Maiale  (II).  Ba//.e,  metodi  di  riproduzione,  di  alleva- 
mento, ingrassamento,  commercio,  salumeria,  patologia 
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suina  e  terapeutica,  tecnica  operatoria,  tossicologia,  di- 
zionario suino-tecnico,  di  E.  Marchi,  2*  ediz.  (esaurito, 
è  in  lavoro  la  3'  ediz.). 

Uluioliclie  e  |>oi*cellft»ie  (L'amatore  di),  di  L.  De 
Mauri,  illustrato  da  3000  marche  e  da  12  tavole  a  colori. 
Contiene:  Tecnica  della  fabbricazione  -  Cenni  storici  ed 
artistici  -  Dizionario  di  termini  -  Prezzi  correnti  -  Bi- 
bliografìa ceramica,  di  pag.  xii-650 12  50 

Mai>4  (II)  o  |sri*i&nottii*cu.  Norme  per  una  buona  col- 
tivazione, di  E.  AziMONTi,  2»  ediz..  di  pag.  xii-19i),  61  ine.     2  50 

Mulsti*!»  (La)  e  le  i*i*4nie  in  Itulla,  di  G.  Ercolani, 
di  pag.  vm-203 2  — 

MsUuttie  deirinfs&uzl»  (Terapia  delle),  di  G.Cat- 
taneo, di  pag.  xii-506 4  — 

—  vedi   Balbuzie  -  Nutr.  del    bambino  -  Ortofrenia  -    Rachitide. 

MulsU.tie  Infettive  (Proalassi  delle)  de^ll  stni- 
fnitli*  di  U.  Fkhretti,  di  pag    xx-5S2 4  50 

Mitlstttie  (Le)  dei  Isivorittoi*!  e  1^  Is^iene  indu- 
<4ti*is»le,  di  G.  Allevi,  di  pag    xii-421  .        ,        ,        .    8  50 

Mulsuttle  deliii  pelle  (Le)  di  G.  Franceschini,  di  pa- 
gine xvi-217 2  50 

Malattie  nientttli  (Patologia  speciale  delle)  di  L.  Mon- 
GERi,  consideraz  oni  m'^dico-legali  per  gli  studenti,  me- 
dici prat.  e  giuristi,  pag.  xvi-263,  con  26  tav.       .        .        .    3  50 

nistlttttie  <leirot*eecliio«  «lei  n»«)o  e  della  s^olu 
(Olo-rino-laringoiatria),  di  T.  Mangigli,  p.  xxiii-540, 98  ine.    5  50 

Malattie  dei  |>ae>4i  ealdi,  loro  profilarsi  ed  igiene 
con  un'appendice  *  La  vita  nel  Brasile  ,  -  Rego'araenti 
di  sanità  pubblica  contro  le  infezioni  esotiche,  di  C. 
Muzio,  di  pag.  xii-562,  t'.oti  154  ine.  e  11  tavole   .  .    7  50 

Ms&lattie  efitt(>;^:aniìcUe  delle  piante  ei«l»a- 
cee  coltivate,  di  II.  Wolf,  tra^iuz.  con  note  ed  ag- 
giunte di  P.  RvcCARiNi,  di  pag.  X-2GS,  con  50  ine.      .        .    2  — 

Malattie  della  pelle  —  vedi  dgieae  delle) 

Mailattie  del  Han»riie.  Manuale  d'Ematologia,  di  E. 
Reruschini,  di  pag.  vni-432 3  .50 

Malattie  •* e.'^!«4u ali,  di  G.  Franceschini,  di  pag.  xv-2l6    2  50 

Malattie,  atltei*azi»ni  e  diletti  del  vino,  di  S. 
Ckttolini,  2»  ediz.,  di  pag.  viii-330,  con  15  ine.  .        .    3  — 

Malattie  dei  vini  (L'uva  nelle).  Clilarilleazione. 
Per  gli  enotecnici  e  gli  alunni  delle  Scuole  sup.  d'agri- 
colt.,  di   l\.  AvERNA  Sacca,  di    pag.  xii-40a,  con   23   incis.    3  50 

Malattie  della  vite  —  vedi  Pillossera  •  Malattie  crittogam. 

Mammiferi  —  vedi  Zoologia. 

Mandarini  —  vedi  Agrumi. 

Mskndato  eoininei*elale,  di  E.  Vidari,  di  pag.  vi-160    1  50 

MandolinlMta  Cìlanuale  del),  di  A.  Pisani,  di  pag.  xx- 
140,  con  13  figure,  3  tavole  e  39  esempi        .        .        .  2  — 

Manicomio  —  vedi  A.s»ist«»nza  pazzi  -  Psichiatria. 

Manzoni  Ale*4«tatndi*o.  Cenni  biografici  di  L.  Bel- 
TRAMi,  di  pag.  109,  con  9  autografi  e  08  ine.        .        .        .    1  50 

Marche  di  fabbrics  —  vedi  Amatore  oggetti  d'arte  -  Leggi  sulle 
privative  -  Maioliche. 

Mai>e  (II),  di  V.  Bkli.io,  pag.  iv-110,  con  6  tav.  Ut.  a  col.    1  50 

Mainine  (Le)  da  ;?u<-;i*i*a  «lei  mondo  al  IH»?,  di 
L.  D'Adda,  di  pag.  xvi-320,  con  77  illustr 4  50 
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I!lflai*ino  (Manuale  del)  militare  e  ■iiei*cniitlle,  di 

De  Amezaga,  con  18  xilografie,  2»  ediz 5  _ 

l'Iua*inl«4tsfc  (Man.  del),  A.  Ricci,  2»  ediz.,  p.  xii-154,  48  ine.    2  — 

Marmo  —  vedi  imitazioni. 

!%Is«M*4»sr;?I«>i  di  R.  Maixoni,  di   pag.  xii-179,  con  51  ine.    2  — 

Mastici  —  l'edi  Ricettario  industriale  -  Vernici  ecc. 

Mnteni»tie»  uttiiui'IaUe,  Storia,  Statisi,  delle  mor- 
talità, Mateinat.  delle  Assicur.  s.  vita,  U.  Broggi,  p.  xv-347    3  50 

niateinatlc»  ((Complementi  di)  ad  uso  dei  chimici  e 
dei  naturalisti,  di  G.  Vivanti,  di  pag.  x-38l         .        .        .    3  — 

Matematiche  —  vedi  Algebra  -  Aritmetica-  Astronomia-  Calcolo 
-  Celerimensura  -  Compensazione  errori  -  Computisteria  -  Conti 
e  calcoli  fatti  -  Cubatura  legnami  ecc. 

Mntemutlclie  Hupei^iorl  (Repertorio  di),  Defini- 
zioni, forraole,  teoremi,  cenni  biografici,  di  E.  Pascal. 

Voi.  I.  Analisi,  pag.  xvi-612 6  

Voi.  II.  Geometria,  e  indice  per  i  2  voi.,  pag.  950  .        .    9  50 

Mstterln  niedicst  ■iio(lei*iia  (Manuale  di),  di  G.  Ma- 
LAGRiDA,  di  pag.  xi-761 7  50 

Hf lattoni  e  |>leti*e  eli  MiU>l>ln  e  calce  ^Ai*eno- 
litl>9  indurimento  a  vapore  sotto  alfa  pressione,  di  E. 
Stoffler  e  M.  Glasexapp.  con  note  ed  aggiunte  di  G.  Re- 
VERE,  di  pag.  viii-232,  con  85  figure  e  3  tavole  .        .        .    3  — 

—  vedi  Calcestruzzo  -  Calci  e  cementi  -  Imitazioni  -  Laterizi. 
Hfleccnnlca,  di  R.  Stawell  Ball,  traduz.  di  J.  Benetti, 

5»  ediz.,  di  pag.  xvi-198,  con  87  ine 1  50 

Meccaoilca  asri*»i*la»  di  V,  Niccoli,  in  due  volumi. 
Voi.  I.  Lavorazione  del  terreno.  —  I  lavori  del  terreno  - 
Strumenti  a  mano  per  la  lavorazione  delle  terre-  Del- 
l'aratro e  delle  arature  -  Strumenti  per  lavori  di  ma- 
turamento  e  di  colturamento  -  Trazione  funicolare  e 
meccanica  -  Strumenti  da  tiro  per  i  trasporti,  di  pag.  xn- 

410,  con  257  incis 4  _ 

Voi.  II.  Dal  seminare  al  compiere  la  prima  manipolazione 
dei  prodotti.  —  Macchine  e  strumenti  per  seminare  e 
concimare  -  Per  il  sollevamento  delle  acque  -  Per  la 
raccolta  dei  prodotti  -  Per  la  conservazione  e  prepa- 
razione dei  foraggi  -  Per  trebbiare  -  Sgranare  -  Pulire 
-  Dicanapulare  e  p«r  la  conservazione  dei  prodotti 
agrari,  di  pag.  xu-426,  con  175  incis.  ....  4  — 

Meccanica  (La)  del  niaecliliiiHf,»  di  ixtrdo,  per 
gli  ufficiali  macchinisti  della  l\.  Marina,  i  Costruttori  e 
i  Periti  meccanici,  gli  Allievi  degli  Istituti  Tecnici  e 
Nautici,  ecc.,  di  E.  Giorll  con  92  figure  .  .  .  .  2  50 
Meccanlctt  lii<lii<>4l;i*li%le  (Elementi  di),  con  cenni 
sopra  la  metallurgia  e  la  fusione  ad  uso  delle  scuole  e 
dell'officina,  di  S.  Dinaro,  illustralo  da  circa  100  dise- 
gni originali  (in  corso  di  stampa). 
Mecca%iilca  ■*4tzl(»tiJtU^,  di  R.  Mamcolongo,  due  voi. 

I.  Ginetnatica-Statica,  di  pa^.  xii-271,  con  3  ine.        .        .    3  — 
li.  Dinamica.  Principi    di    Idromecc,  pag.  vi-324,  24  ine.    3  — 
Meccanica  (Tecnologria)  —  d.  Lavoraz.  dei  metalli  e  dei  legnami. 
Meccanico  (II),  ad    uso   dei   capi   tecnici,   macchinisti, 
elettricisti,  disegnatori,  capi    operai,   scuole   industriali, 
capimeccanici,  ecc.  di    E.  Giorm,  5»  ediz.  con  377  incis,    4  50 

—  vedi  Ingegnere  costruttore  meccanico. 
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Meccaiii«<iiii  (500).  riferenlisi  alla  dinan)ìca,  idiaul., 
idrostat.,  pneumat.,  di  T.  Brown,  trad.  F.  Cerruti,  4aed. 
ital.,  viii-170, 500inc.  (esaurito,  la  5' ediz.  è  in  lavoro). 

Medicamenti  —  redi  Farmacista  -  Farmacoter.  -  Impiego  ipo- 
dermico -  Materia  méd.  -  Medicat.  antis.  -  Posologia  -  tìieroter. 

Afedicatiii*:»  uiitiHettlc»^  di  A.  Zambler,  con  pre- 
fazione di  E.  TmcoMi,  di  pag.  xvi-124,  con  6  incis.  .     1  50 

Meclieiiiik.  «I'iii*^-eiizst.  Vademecum  diagnostico  e  te- 
rapeutico ad  uso  dei  medici  pratici,  di  E.  Trombetta. 
(in  curso  di  stampa). 

Medleiiiit  lessile,  di  M.  Carrara  (In  lavoro). 

—  cedi  Antropol.  criminale  -  Antropometria  -  Psicopatologia  legale. 
Medicina»  le^-nle  nillif,»i*e,  E.  Trombktta,  p.  xvi-430    4  — 
Medico  |ii*sktico  (11),  di   C.  Muzio,  3*  ediz.  del   Nuovo 

memoriale  pei  medici  pratici,  di  pag.  xvi-492   .        .        .    5  — 
Memoria  —  vedi  Arte  della  memoria. 

Mei*ceolo^-ia  teciiics»,  di  P.  Alessandri,  due  voi. 
Voi.  I.   Materie   prime   (gregge   e   semilavorate)   di   uso 

commerciale  e  industriale,  p.  xi-530,  142  tav.  e  93  ine.    6  — 
Voi.  II.  Prodotti  chimici  inorganici  ed  organici,  di    uso 
commerc.  ed  industr.,  di  pag.  xi-515,  83  tavole  e  16  ine.    6  — 
Merceologi»;  ad   uso   delle  Scuole  e  degli   agenti  di 
commercio,  di  O.  Luxardo,  di  pag.  xii-452  .        .        .        .4  — 

—  vedi  Analisi  volumetrica  -  Chimica  applicata  all'igiene. 
Meridiane  —  vedi  Gnomonica. 

Metalli  e  legnami  —  vedi  Lavorazione  dei. 

Metulii  |>i*ezioHÌ,  di  A.  Linone.  Dell'argento:  Metal- 
lurgia -  Argento  puro  -  Leghe  d'arg.  -  Saggi  dell'arg. — 
Dell'oro;  Giacimento  -  Altinamento  -  Leghe  -  Saggi.  — 
Platino:  esiraz.  e  leghe  tli  platino  -  Applicazione  -  De- 
corazione, di  pag.  xi-315 3  — 

Metalizzazione  —  vedi  Qalvanizz.  -  Oalvanopl.  -  Galvanostegia. 

Metuiioci*oniiu.  Color,  e  decor.  chim.  ed  elettr.  dei 
metalli,  bronz.,  ossid.,  preserv    e  pul.,  I.  Giiersi,  viii-192    2  50 

Metttiliif^iu  dell^oi'O,  E.  Cortese,  p.  xv-262,  35  ine.    3  — 

Metallurgia  —  vedi  Coltivazione  delle  miniere  -  Fonditore  - 
Leghe  metalliche  -  Ricettario  di  metallurgia  -  Siderurgia  - 
Tempera  e  cementazione. 

Meteoi'olo^is»  fKeiiei»«ie,  di  L.  De  Marchi,  2«^  ediz. 
ampliata,  di  pag.  xv-225,  con  13  figure  e  6  tavole     .        .    1  50 

—  vedi  anche  Climatologia  -  Igroscopi. 

Meti*ic»  del  ^l'ecl  e  «lei  ■*oniuni}  di  L.  Mùller, 
2^  ed.  italiana  confrontata  colla  2"  tedesca  ed  annotata 
da  (i.  Cm:hico,  di  pag.  xvi-186 1  50 

Metrica  italiana  —  vedi  Ritmica  e  metrica  italiana. 

Metfolo^i]»  ITiilvei'Hnie  ed  il  ('odice  Metrico 
liitei'iiuziofiule»  coH'indice  alfabet.  di  tutti  i  pesi, 
misure,  monete  ecc.,  di  A.  Tacchini,  di  pag.  xx-482         .    6  50 

Mezzei'ist  (Man.  prat.  della)  e  dei  vari  sistemi  della  co- 
lonia parziaria  in  Italia  di  A.  Rabbeno,  di   pag    viil-196    1  50 

Micologia  —  redi  Funghi  -  Malattie  crittog.  -  Tartufi  e  funghi. 

MIci*o1»ìo1o;K'Is»*  Perchè  e  come  dobbiamo  difenderci 
dai  microbi.  Malattie  infettive.  Disinfezioni,  Prolìlassi, 
di  L.  PizziNi,  ili  pag.  vili- 142 2  — 

i^icroscopia  —  redi  Anatomia  microscopica  -  Animali  parassiti - 
Bacologia  -  Batteriologia  -  Chimica  clinica  -  Protistologia  - 
Tecnica  protistologica. 
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Micvo*^copio  (II),  Guida  elem.  alle  osservaz.  di  micro- 
scopìa, di  C.  Acqua,  2^  ediz.  aumentata,  di   pag.  xvi-230    2  — 

Mimica  —  vedi  Fisionomia. 

Minei*tUo;i^l»  cle-*CB*lttlv«,  di  L.  Bombicci,  2»  ediz., 
di  pag.  lv-300,  con  110  ine 3  — 

Mliiei*ulo;;;in  j:jet»eB'ale,  di  L.  Bombicci,  3»  ediz.  per 
cura  di  P.  Vinassa  de  Rkgny,  con  193  figure  e  2  tavole  a 
colori,  di  pag.  xvi-220 .    1  50 

Miniei^e  (Colliv.  delle),  di  S.  Bertoglio,  2*  ediz.  rifatta 
del  Man.  "  Arte  Min.  ,  di  V.  Zoppetti,  di   p.  vill-284        .    2  50 

Miniere  di  zolfo  —  vedi  Zolfo. 

MiHtii*st.tot*l  eletti'icl  (Le  frodi  nei),  di  M.  Lanfranco, 

di  pag.  xi-277,  con    27  incisioni    e  39  tavole        .        .        .    4  50 

Misurazione  delle  botti  —  vedi  Enologia. 

Misure  —  vedi  Avarie  e  sinistri  marittimi  -  Codice  del  Perito 
misuratore  -  Metrologia  -  Monete  -  Strumenti  metrici. 

Mitilicoltura  —  vedi  Ostricoltura  -  Piscicoltura. 

Mitolositrln  (Dizionario  di),  di  F.  Ramorino  (In  lavoro), 

Mitologi»  <*l»H*4Ìc;u  illU!4t.i^uttt,  di  F.  Ramokino, 
3»  ed.  corretta  e  accresciuta,  di  pag.  vil-338,  con  91  ine.    3  — 

Mitolos;:is^  ^w*ccsk,  di  A.  Foresti:  I.  Divinità,  II.  Eroi 
(esaurito,  la  2*  ediz.  è  in  lavoro). 

Mitologie  oi^lentiUi,  di  D.  B.\ssi: 

Voi.  I.  Mitologia  babilonese-assira,  di  pag.  xvi-219  .    1  50 

Mnemotecnia  —  vedi  Arte  della  memoria 

Mobili  artìstici  —  vedi  Amatore  d'oggetti  d'arte. 

Moda  —  vedi  Abiti  -  Biancheria  -  Fiori  artificiali  -  Sarto  -  Trine. 

Model l»toi*e  nieccanic<»9  fstle^nstnie  ed  eba- 
nista; di  G.  Mina,  (esaurito,  la  2'*  ediz.  riveduta  e  cor- 
retta, vedrà    la  luce    per  cura  di  V.  Goffi). 

Moiinl  (L'Industria  dei).  Costruzioni,  impianti,  macina- 
zione, di  G.  SiBER-MiLi.oT,  2'' ediz.  rifatta,  di  pag.  xvii-296, 
con  161  incisioni  e  3  tavole 5  — 

Moneta»  (La)  e  Itx  falsa  monetazione,  di  U.  Man- 
Nucci,  di    pag.    xi-271 3  — 

Monete  prfeclie,  di  .S.  .Vmbrosoli,  p.  xi v-286, 200  fotoinc.    3  — 

Monete  |»a]>all  inodei^ne,  di  S.  Ambrosoli,  in  sus- 
sidio del  CiNAGLi,  di  pag.  xi  1-131,  200  fotoinc.    .  .    2  50 

Monete  (Prontuario  delle),  |»eHi  e  misure  ln;i;rlesl, 
ragguagliate  al  sistema  decimale,  di  I.  Ghersi,  di  p.  xii- 
191    con  47  tabelle  di  conti  fatti  e  40  facsimili  .        .        .    3  50 

Monete  ■•ornane.  Manuale  elementare  di  F.  Gnecchi, 
con  una  appendice  '  Vade-mecum  del  raccoglitore  in 
viaggio.  2»  ediz.  riveduta,  corretta  e  ampliata,  di  pa- 
gine xvi-418,  con  25  tavole  e  203  figure  .        .    5  50 

.Monete  lutniitne:  1  tl|>i  moBietai*l  di  Ilonit» 
linpei'lale,  di  F.  Gnfcciii,  di  pag.  viii-119,  con  28  ta- 
vole eliograf.  e  2  prospetti 5  — 

—  vedi  Numismatica. 

Mono;^i*aminl,  di  A.  Severi,  con  73  tavole  divise  in 
tre  serie  di  due  e  di  tre  cifre 3  50 

M4»noj:S'i*amnii  iii«>dei*nl  di  A.  Souksina,  compilati 
in  .32  tavole  artistico-litograficlie 3  — 

Montatore  di  macchine  —  vedi  Macchine. 

Morfologia  Kfoea.  di  V.  Bettei,  di  pag.  xx-376        .    3  — 

Morfolo^B^la  italiana,  di  E.  Gorra,  di  pag.  vi-142      .    1  50 
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Molate  (La)  >'ei»a  e  la  morte  aiiiinrente)  con 

appendice  •  La  legislazione  mortuaria  „  di  F.  Dkll'Ac- 
QUA,  di  pag.  viii-136 2  — 

MoNtl  (Densità  dei),  dei  vini  e  degli  spiriti  ed  i  problemi 
che  ne  dipendono,  di  E.  De  Cillis,  di  pag.  xvi-230,  con 
figure  e  46  tavole 2  — 

IMotoclcli»4t»9  (man.  del),  di  P.  Borrino.  Guida  pratica 
pei  dilettanti  di  Motocicletta,  di  pag.  xi-124,  con  38  ine.    2  — 

—  vedi  Antomobilista  -  Ciclista. 

Motoi^l  «  fs;i^'^'  Manuale  teorico  pratico  dei  motori  a 
gas  di  carbone  fossile  -  Acetilene  -  Petrolio  -  Alcool, 
con  Monogralie  dei  gazogeni  per  gaz  d'acqua  -  Gaz  po- 
vero -  Gaz  Ricliè,  Gaz  degli  alti  forni,  Gaz  Dovsson,  Gaz 
Strache  -  Gazogeni  -  Carburatori  ecc.,  di  V.  Calzavara, 
di  pag.  xxxi-423.  con  150  ine 4  50 

Motori  ad  e^ploNione  a  ^a»  luce  e  ^a«4  ito- 
vero.  Man.  pratico,  di  F.  Laurenti,  p.  xil-361,  162  ine.    4  50 

Muli  —  vedi  Razze  bovine  ecc. 

Muiilclpalizzazloiie  del  ser^'izl  puttitlici.  Leg- 
ge e  regolamento  riguardanti  l'assunzione  diretta  dei 
servizi  munic.  con  note,  di  C.  Mezzanotte,  pag.  xx-324  .    3  — 

Musei  —  vedi  Amatore  oggetti  d'arte  e  curiosità  -  Amatore  roa- 
joliche  e  porcellane  -  Armi  antiche  -  Pittura  -  Raccoglitore  - 
Rovine  (Le)  del  Palatino  -  Scoltura. 

niuNlca.  Espressione  e  interpretaz.,  G.  Magrini  (Appro- 
vato dal  Liceo  Musicale),  di  pag.  Viii-119,  con   228  incis.    2  — 

MuMlea  (Manuale  di)  teorico  pratico  per  le  famiglie  e 
per  le  scuole  ad  uso  degli  insegnanti  e  degli  alunni,  di 
G.  Magrini,  di  pag.  XH-414 4  — 

—  vedi  Armonia  -  Arte  e  tecnica  del  canto  -  Ballo  -  Cantante  - 
Canto  -  Chitarra  -  Contrappunto  -  Mandolinista  -  Pianista  - 
Psicologia  musicale  -  Semiografia  musicale  -  Btoria  della  - 
Strumentazione  -  Strumenti  ad  arco  -  Violoncello  -  Violino. 

Mutuo  soccorso  —  vedi  Società  mutuo  soccorso. 

rVapoleoiie  1°,  di  L.  Cappelletti,  2»  edizione  riveduta 
e  corretta,  di  pag.  xxxiv-272,  con  xxii  fotoincisioni       .    2  50 

Naso  (Malattie  del)  —  vedi  Oto-rino-laringojatria. 

Naturail*i4ta  prepai'atore  (II)  ilmbsUsomatore),  di 

R.  Gestro,  4»  ediz.  riveduta,   pag.  xiX-204,  con  51  incis.    2  50 

Naturali*4ta  viaggiatore,  di  A.  Issel  e  R.  Gestro 
(Zoologia),  di  pag.  vin-i44,  con  38  ine 2  — 

Nautica  —  vedi  .Attronomia  nautica  -  Attrezzatura  navale  -  A- 
varie  e  sinistri  marittimi  -  Canottaggio  -  Codice  di  marina  - 
Costruttore  navale  -  Disegno  e  costruzione  navi  -  Doveri  mac- 
chinista navale  -  Filonauta  -  Flotte  moderne  -  Ingegnere  na- 
vale -  Lavori  marittimi  -  Macchinista  navale  -  Marine  da 
guerr»  -  Marino  -  Meccanica  di  bordo. 

rVauiMoa  stimata  o  XavifRazioiie  piana,  di   F. 

Tami,  di  piig.  xxxil-17y,  con  47  ine 2  50 

Keoio{E;;Ì!Mnii  ixioiii  e  cattivi,  di  G.  Mari  (In  lavoro). 

Neurotteri  —  vedi  imenotteri. 

ìWvrttNtenia,  di  L.  Cappelletti,  di  pag.  XX-490  .        .    4  — 

Nichelatura  —  vedi  Galvanostegia. 

Notaio  (Manuale  del),  aggiunte  le  Tasse  di  registro,  di 
bollo  e<l  ipotecarie,  nonne  e  moduli  pel  Debito  pub- 
blico, di  A.  Garetti.  (\»-  ediz.,  rivedula  ed  ainpiiatM  da 
RiANCOTTi,  di  pag.  464 4  50 
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Numeri  —  vedi  Teoria  dei  numer^. 

rViiml^ms^^'i^^*^*  Atlante  numismatico  italiano.  Monete 
moderne  di  S.  Ambrosou,  di    pag.  xvL-428,  1746  fotoinc.    8  50 

rVunilHiiisttle»  (Manuale  di),  di  S.  Ambrosoli,  4»  ediz. 
riveduta,  di  pag.  xvi-250.  250  fotoinc.  e  4  tavole        .        .    1  50 

vedi  Atene  -  Guida  aurnismatica  -  Moaete  greche,  papali,  ro- 
mane -  Vocab.  numismatico, 

rVuotatove  (Manuale  del),  di  P.  Abbo,  p.  xii-148,  97  ine.    2  50 

rVuti*izione  «lei  bmiil>ino.  Allattamento  naturale  ed 
artificiale,  di  L.  Colombo,  di  pag.  xx-228,   con  12  ine.    .    2  50 

OccwItiHino,  di  N.  Lieo,  di  pag.  xvr-328,  con  tav.  ili.   .    3  — 

—  vedi  Chiromanzia  -  Mai?netismo  -  Spiritiamo  -  Telepatia. 

4>ce«noar«*«nu,  di  G.  M.vguini  (In  lavoro). 

Oculistica  —  vedi  Igiene  della  vista  -  Ottica. 

Odontologia  —  vedi  igiene  della  bocca. 

Oltulmojatrls»  vetermarl»,  ad  uso  degli  studenti 
e  dei  veterinari  pratici,  di  P.  Negri  e  V.  Ricciarelli,  dì 
pag.  xvi-279,  con  87  illustraz.  e  15  tavole     .        .        .        .    3  50 

Olandese  (lingua)  —  vedi  Dizionario  -  (drammatica. 

OHI  ve;i?etstli«  aniniull  e  niiiiei*all,  di  G.  Corini, 
2»  ediz.  rifatta  da  G.  Fabbris,  di  pag.  viir-214,  con  7  incis.    2  — 

Olivo  ed  olio.  Coltivazione  dell'olivo,  estrazione,  puri- 
ficazione e  conservazione  dell'olio,  di  A.  Aldi,  5*  ediz. 
accresciuta  e  rinnovata,  di  pag.  xvi-365,  con  65  incis,     .    3  — 

Q^t)P3  _  t^edi  Teoria  delle  ombre  e  del  chiaroscuro. 

0(iiet*o,  di  W.  Gl\ostonp:,  traduzione  dì  R.  Palumbo  e 
G.  FiORiLLL  di  pag.   xii-196  (esaurito). 

Onde  Hertziane  —  vedi  Telegrafo  senza  Hli. 

Operalo  (Manuale  dell').  Raccolta  di  cognizioni  utili  ed 
indispensabili  agli  operai  tornitori,  fabbri,  calderai,  fon- 
ditori di  metalh,  bronzisti,  aggiustatori  e  meccanici,  di 
G.  Brlluominl  6'^  ediz.  di  pag.  xvi-272 2  — 

Operalo  elettroteeiileo  (Manale  pratico  per  1'),  di 
G.  Marchi,  2»  e(iiz.  di  pag.  xx-4l0,  con  265  incis.      .        .    3  — 

Operazioni  doganali  —  vedi  Codice  dogan.  -  Trasporti  e  tariffe 

Opere  pie  —  vedi  Bnciclopedia  aramiaistrativa. 

Oratoria  —  vedi  Arte  del  dire  -  Rettorica  -  Stilistica.  -/' 

O'rcrlililee,  di  A.  Pucci,  di  pag.  vi-303.  con  95  incis.        .    3  — 

Orflliiatiieiito    cles;ll    Stati    lil»erl    d^Biiroita», 

di  F.  Racioppi,  2*  ediz.  di  pai;,  xii-316 3  — 

Or(lliis»i»eiito    desrll  intatti  lll>ei*l    fuori  d^lìlu- 

ropa,  di  F    l\\ciopi>i,  di  pag.  viii-376 .  .  .    3  — 

Ordinamento  giudiziario  —  tì^^*  lioggi  suU'. 

Orecchib  (Malattie  delle)  —  vedi  Oto-rino-laringojatria. 

Orefice  (Manuale  per  l').  di  E.  Boselli.  Metalli,  utensili, 
pietre,  valute  e  monete,  tariffe  doganali,  marchio,  del- 
l'oreficeria ;  2'^  ediz.  a  cura  di  F.  Rosei.li,  di  pag.  xi-370    4  — 

Oreficeria   —  veli  Leghe  metal!.  -  Metalli  preziosi  -  Saggiatore. 

Oi'Katilwta  (Manuale  dell').  I  re.;islri  dell'organo  con 
speciale  riguardo  al  differente  loro  timbro  di  voce  e  re- 
lativi fenomeni  acustici  ad  uso  degli  organisti  ed  orga- 
nati, di  C.  I^ocHER.  1»  ediz.  ital.,  versione  dell'originale 
tedesco  di  E.  I.ogher  e  V.  Hainisch,  prefazione  del  mae- 
stro E.  Rossi,  di  pag.  xxiv-187 2  50 
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Oi*g;stnotei*apl»,  di  E.  Rebuschixi,  pag.  viii-432    .        .    3  50 

Orienta  antico  —  vedi  Storia  antica. 

Orine  —  udì  Chimica  clinica  -  Urina. 

OrnsttiMt»  Manuale  dell'),  di  A.  Melani.  Raccolta  di 
Iniziali  miniate  e  incise,  d'inquadrature  di  pagina,  di 
fregi  e  fìiialini.  XXVIIl  tavole  in  colori  per  miniatori 
calligrati,  pittori,  ricamalori,  ecc.  2»  ediz 4  50 

Ornitolo^lst  Italistii»  (Manuale  di),  di  E.  Arrigom 
degli  Oddi.  Elenco  descrittivo  degli  uccelli  stazionari  e 
di  passaggio  finora  osservati  in  Italia,  di  pag,  907  con 
36  tavole  e  401  incis.  da  disegni  originali    .        .        .        .15  — 

Oro  —  vedi  Alligazione  -  Metalli  preziosi  -  Metallurgia  dell'oro. 

Oi*olo£;-ei*ia  ntodei'n»,  di  E.  Gauuffa,  2»  ediz.  au- 
mentata di  pag.  viii-384,  con   366   incis 5  50 

Orologi  artistici  —  vedi  Amatore  di  oggetti  d'arte. 

Orologi  solari  —  vedi  Gnomonica. 

(>i*tic<»ltiii'a,  di  D.  Tamaho,  3*  ediz.,  pag.  xvi-598,  128  ine.    4  50 

Ortoe|»i:t  e  ofto^-i»»!!»  ItsUiuiiu  iiioclet*iiM«  di 
G.  M.vLAGOLi,  di  pag.  xvi-193 1  50 

Oi*tufi«eiiis«  (Manuale  di),  perl'educaiione  dei  fanciulli 
frenastenici  o  deficienti  (idioti,  imbecilli,  tardivi,  ecc.), 
di  V.  Parise,  di  pag.  xii-231 2  — 

Ortografia  —  vedi  Ortoepia. 

Ortotteri  —  vedi  imenotteri  ecc. 

Ossidazione  —  vedi  Metallocromia. 

0!>4teti*ic*ist  (Manuale  di).  Ginecologia  minore,  per  le  le- 
vatrici, di  L.  M.  Bossi,  di  uag.  xv-493,  con  113  incis.        .    4  50 

OHti'icoltiifu  e  ■iftitlIicoltui*«)  di  D.  Carazzi,  di 
pag.  viii-302    ...  2  50 

Oto-nno-laringoiatria  —  vedi  Malattie  orecchio,  naso  e  gola. 

Ottics»,  di  E.  Gelcich,  di  pag.  xvi-57G,  216  incis.  e  1  tav.    6  — 

—  vedi  Strumenti  diottrici. 

Ottone  —  vedi  Leghe  metalliche. 

I*<à^u  ^lor>iiuliei'tt  (Prontuario  della),  cl«  ciii- 
(|ii»iitst  eeiit<'*4lnil  s»  eiiKitae  lii*e,  di  G.  Negrin, 
di  pag.   xi-222 2  50 

Palatino  (Le  rovine  del)  —  vedi  Rovine. 

l*Mleoeriiolo^ì»9  di  J.  Regazzom,  di  p.  xi-252,  con  10  ine.    1  50 

Pstloojuvi'itliu,  di  E.  Tho.mpsom,  con  aggiunte  e  note  di 
G.  EuMAUAELi,  2a  ed.  rifatta,  pag.  xii-178,  con30inc.  eOtav.    2  — 

Paleografia  musicale  —  vedi  iSemiograiìa. 

Pifcleoiitolojfiitt  (Compendio  di),  di  P.  VinassaDeRegny, 
di  pag.  xvi-512,  con  350  figure         ...  .  5  50 

Pallone  (Giuoco  del)  —  tedi  Giuoco. 

|*itii<>  (11)  e  I»  i>itnlfÌe»zioiie,  di  G.  Ercolani  (in  lav.). 

Parafulmini  —  tedi  Elettricità  -  Fulmini. 

Parassiti  dell'uomo  -    vedi  Animali. 

I*»i*i*U4*cliiei*e  (Manuale  del),  di  A.  Liberati,  di  pa- 
gine xii-219,  con  88  incis 2  50 

l'tfcwtlcelei'e  e  fOMfettlore  iiiotlofno,  di  G. 
Ciocca.  Raccolta  completa  di  ricette  per  ogni  genere  di 
biscotti,  torte,  paste  al  lievito,  petit  fours,  confetteria, 
creme,  frutti  canditi,  gelati,  ecc.,  con  metodo  pratico 
per  la  decoraz.  delle  torte  e  dolci  fantasia,  e  prefazione 
di  A.  Cougnet,  di  pag.  e-274,  illustr.  da  circa  300  disegni 
e  36  tav.  a  colori 8  50 


ELENCO  DEI  MANUALI  HOEPLI  43 


l*ii.<4tilieÌo  (Industria  del),  di  R.  Hovetta.  Storia,  fab- 
bricazione, impastamento,  gramolazione,  raffinamento, 
torchiatura,  tranciatura,  asciugamento,  conservazione, 
iml)alIaggio,  importazione,  esportazione,  di  pag.  xvi-240, 
con  107  incisioni  e  4  tavole 3  — 

P»t2tte  (Le)  di  gran  reddito.  Loro  coltura,  loro  impor- 
tanza nell'alimentaz.  del  bestiame,  nell'econ.  domest.  e 
ne^li  usi  industr.,  di  N.  Adugci,  di  p.xxiv-221,  con  20  ine.    2  50 

Pazzia  —  vedi  Assistenza  pazzi  -  Psichiatra  -  Grafologia. 

Pecore  —  vedi  Razze  bovioe,  ecc. 

Pedagogia  —   vedi  Balbuzie  -  Campicene   scolastico  -  Didattica 

-  Giardino  infantile  -  Igiene  scolastica  -  Ortofrenia. 
Pediatria  —  vedi  Nutrizione  del  bambino  -  Ortopedia  -  Terapia 

-  Malattie  infanzia. 

Pellami*»  (La),  Storia,  eziologia,  patogenesi,  profilassi, 
dì  G.  Antonini,  di  pag,  viii.166,  con  2  tavole      .        .       .    2  — 

Pelle  —  (Malattie  della)  —  vedi  Igiene  della  -  Malattie  della. 

Pelli  —  vedi  Concia  delle  pelli. 

Pensioni  —  vedi  Societh,  di  mutuo  soccorso. 

Pepe  —  vedi  Prodotti  agricoli. 

Perfosfati  —  vedi  Fosfati  -  Concimi  -  Chimica  agraria. 

Perizia  e  stima  —  vedi  Assicurazioni  -  Avarie  -  Codice  del  pe- 
rito misuratore  -  Estimo. 

Pesci  —  v^di  Ittiologia  -  Ostricoltura  -  Piscicoltura. 

Pesi  e  misure  —  vedi  Avarie  e    sinistri   marittimi  -  Metrologia 

-  Misure  e  pesi  inglesi  -  Monete  -  Strumenti  metrici  -  Tecno- 
logia monetaria. 

Peccatore  (Man.  del),  di  L.  Manetti,  p.  xv-241.  e.  107  ine.    2  50 

PeNo  del  motaUII.  Ferri  quadrati,  rettangolari-cilin- 
drici,  a  squadra,  a  U,  a  Y.  a  Z,  a  Tea  doppio  T,  e  delle 
lamiere  e  tutti  i  metalli,  di  G.  Belluomini,  2*  ediz.  di 
pag.  xxiv-248 3  50 

Pi»ni«4t,»  (Manuale  del),  di  L.  Mastrigli  (esaurito). 

Piante  e  fioi'i  sulle  finestre,  sulle  terrazze  e  nei  cor- 
tili. Coltura  e  descrizione  delle  principali  varietà,  di 
A.  Pucci,  3»  ediz.  rived.,  pag.  viii-214  e  117  ine.         .        .    2  50 

Piante  iiuluHtrlstlI.  Delle  piante  zuccherine  in  ge- 
nerale, Piante  saccarifiche,  alcooliche,  narcotiche,  aro- 
matiche e  profumate,  tintorie,  da  concia,  tessili,  da  carta, 
da  cardare,  da  spazzole  e  scope,  da  legare  o  intrecciare, 
da  soda,  medicinali,  ecc.  di  A.  Aloi,  3"  ediz.  rifatta,  di 
pag.  xi-274   con  64  incis .        .    2  50 

Piante  te<i4«*lli  (Coltivazione  ed  industrie  delle),  pro- 
priamente dette  e  di  quelle  che  danno  materia  per  le- 
gacci, lavori  di  intreccio,  sparteria,  spazzole,  scope, 
carta,  ecc.,  di  M.  A,  Savorgnan  D'Osoppo,  di  pag.  xn-476, 
con  72  incis 5  — 

Pietre  artificiali  —  vedi  Imitazioni. 

Pietre  |»i*exl«»*4e,  classificazione,  valore,  arte  del  giojel- 
liere,  di  G.  Gorini,  ^esaurito,  è  in  lavoro  la  3»  ediz.). 

Pli*oteeni«»  iiioclei'na*  di  F.  Di  Maio,  2'^  ediz.  rive- 
duta ed  ampliata,  di  pag.  xv-183,  con  21  incis. .        .        .    2  50 

Pi*4clcoltiii*a  d'acqua  dolce,  di  E.  Bettoni,  di  pag.  viii- 
318,  con  85  incis 3  — 
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Pittili*»    (L'arte  di  dipingere)  siri  oli<»  <"  si  £;iis»zx4» 

Hiille  Ntolle^  di  G.  Ronchetti,  di  pag.  .  .  .  .3  — 
Pittiti'si  si<l  olio,  ucciusii'eBlo  e  ni  Ini  titillasi  (Ma- 
nuale per  dilettante  di),  (paesaggio,  ligura  e  fiori),  di 
G.  Ronchetti,  3»  ediz.  riiatta,  di  pag.  xv-379,  con  30  inci- 
sioni nel  testo,  14  tavole  in  zincotlpia  e  11  in  cromo.  4  — 
Pittui*si  itsiliansi  siitticst  e  nioilenisi,  di  A.  Me- 
LANi,  3*  ediz.  riveduta  e  di  molto  arricchita  di  notizie  e  di 
incisioni,  di  pag.  xvii-527,  con  164  tav.  e  24  ligure    .        .    9  50 

—  vedi  Anatomia  pittorica  -  Colori  e  pittura  -  Decorazione  -  Di- 
segno -  Luce  e  colori  -  Kistauratore  dipinti  -  Bcenografia. 

Plastica  —  vedi  Imitaziori. 

Pueunioiiite  ci^iipsile  con  Npecisile  i*i^uut>do 
alisi  *!4iisi  eiii'si,  di  A.  Serafini,  di  pag.  xvi-222   .        .    2  50 

Polizisi  Nstnitsii'isi  (le^li  siiiintsili  (Manuale  di), 
di  A.  Minardi,  di    pag.  viii-338,  con  7  incis.        .        .        .    3  — 

Polliooltiirsi,  G.  Trevisani.  6»  ediz.  pag.  xvi-230,  90  incis.    2  50 

Polveri  piriche  —  vedi  Esplodenti  -  Pirotecnia. 

Poniolo^isi;  descrizione  delle  migliori  varietà  di  Albi- 
cocchi, Ciliegi,  Meli,  Peri,  Peschi,  di  G.  Molon,  con  86 
incis.  e  12  tav.  colorate,  di  pag.  xxxn-717    .        .        .        .    8  50 

Poniolo^isi  sii'tifieisile)  secondo  il  sistema  Garnier- 
Valletti,  di  M.  Del  Lupo,  di  pag.  vi-132  e  34  incis.   .        .    2  — 

Poponi  —  vedd  Frutta  minori. 

Porcellane  —  vedi  Maioliche  -  Ricettario  domestico. 

Porco  —  vedi  Maiale  -  Salsamentario. 

Porti  di  mare  —  redi  Lavori  marittimi. 

Po*!tolo^isi  (Prontuario  di)  dei  l'iniedi  più  uti^ntl 
nellsi  fersipisi  infsintile,  di  A.  Conelli,  p.  vin-186    2  — 

—  vedi  Impiego  ipodermico  -  Materia  medica. 

Po»4tsi*  Man.  postale,  di  A.  Palombi.  Notizie  storiche  sulle 
Poste  d'Italia,  organizzazione,  legislazione,  posta  mili- 
tare,, unione  postale  universale,  con  una  appendice  re- 
lativa ad  alcuni  servizi    accessori,  di  pag.  xxx-309  .        .    3  — 

Pi'sito  (11),  di  G.  Cantoni,  di  pag.  l'ie,  con  13  incis.  .        .    2  — 

Presilpi  liei'^-siinsiNelie  (Guida-itinerario  alle),  com- 
presa la  Valsassina  ed  i  Passi  alla  Valtellina  ed  alla  Val- 
camonica,  prefaz.  (il  A.  Stoppani,  e  cenni  geologici  di 
A.  Taramelli,  3»  ediz.  per  cura  della  Sezione  di  Ber- 
gamo del  C.  A.  I.,  di  pag  290,  con  15  tavole,  due  carte  to- 
pogr.,  ed  una  carta  e  profilo  geologico.  2  voi.  in  busta    .    6  60 

Pregiudizi  —  vedi  p:rrori  e  pregiudizi  -  Leggende  popolari. 

Prestiti  ipotecari  —  vedi  Estimo  dei  terreni. 

Previdenza  —  vedi  Assicurazioni  -  Cooperazioni  -  Societìi  di  M.  8. 

Privative  industriali  —  vedi  Codice  e  leggi  d'Italia.  Volume  iV. 

Procedura  civile  -  Procedura  penale    -  vedi  Codici. 

Procedura  dei  piccoli  fallimenti  —  vedi  Curatore  dei  fallimenti. 

Pi'0<*OH«ii*i  fotonieoc'siiiioi  (I  moderni).  FotocoUogra- 
fia,    lototipogr.  lolocakogralìa.    lolomodellatura    tricro- 

•     mia,  di  R.  Namias,  di  pag.  viii-316.  53  lig.  41  illustr.  e  9  tav.    3  50 

Prodotti  agrari  —  vedi  Conservazione  dei. 

Pi*odotU  si^i*ic>oli  del  Tropico  (Manuale  pratico 
del  piantatore),  di  A.  (ìaslini.  U  calle,  la  canna  da  zuc- 
chero, il  pepe,  il  tabacco,  il  cacao,  il  tè,  il  dattero,  il  co- 
tone, ecc.  di  pag.  xvi-270 '-i  — 

Produzione  e  commercio  del  vino  in  Itsiliu, 
di  S.  MoNDiNi,  di  pag.  vn-303 2  50 
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Proliiiiilere  (Manuale  del),  di  A.  Rossi,  con  700  ricette 
pratiche,  di  pag.  iv-476  e  58  incis 5  — 

—  vedi  Ricettario  domestico.  -  Ricett,  industriale  -  Saponi. 
Pi*Oj^-eÉtiNtat.    (Il)  iiKMlefiio.   (Costruzioni  architetto- 

niclie.  Decorazioni.  Analisi  dei  prezzi.  Capitolati  di  ap- 
palto, di  I.  Andhkam,  con  molle  illustrazioni  nel  testo 
e  10  tavole  fuori  testo  (in  corso  di  stampa). 
Proiezioni  (Le).  Materiali,  Accessori,  \edule  a  movi- 
mento, Positive  sul  vetro,  Proiezioni  speciali,  policrome, 
stereoscopiche,  ecc.  di  L.  Sassi,  di  p.  xvi-447,  con  141  ine.    5  — 

—  tedi  CinematOiirafo. 

Proiezioni  ortogonali  —  redi  Difepno. 

PiM»iitui»*io  di  f^eo^i'ufiu  e  Ntatlsi^ticu,  di  G  Ga- 

KOLLO,  di  p.  62 1  — 

rontuariu  per  le  paghe  —  vedi  Paghe  -  Conti  fatti. 

Proprietà  letteraria,  artistica  e  industriale  —  vedi  Leggi. 

Pi*o|»i*iet.ui*io  <li  oatMe  e  di  opifiel.  Imposta  sui 
fabbricali,  di  G.  Giokdani,  ;li  pag.  xx-264     .        .        .        .     1  50 

Prosod.a  —  vedi  Metrica  dei  greci  e  dei  romani  -  Ritmica. 

Pi«o«»|»ettl>'«  (Manuale  di),  di  L.  Claudi,  2»  ediz.  rive- 
duta di  pag.  xi-61  con  28  tavole 2  — 

PiM»texi<»ne  «le^ll  niiiiiiaUI  (La),  di  N.  Lieo,  p.  viii-200    2  — 

pT«<»ti«4foio;ft-Ì»,  di  L.  Maggi,   2»  ediz.  p.  xvi-278  93,  ine.    3  — 

Proverbi  in  4  lingue  —  vedi  Dottrina  popolare. 

Pi*ovei«l>i  e  modi  pi'o-vei'itittli  Itatilmii;  rac- 
colti da  G.  Fhanckscui,  1908,  di  pag.  xix-380       .        .        .     3  — 

Provei'i»!  (516)  huI  cuvuliO)  raccolti  ed  annotati  da 
C.  Volpini,  di  pag.  xix-172         .  2  50 

P*4ielii3iti*i»*  Confini,  cause  e  fenomeni  della  pazzia. 
Concetto,  classiticazione,  forme  cliniche,  diagnosi  delle 
malattie  mentali.    11  manicomio,    di    J.  Finzi,    p.  viii-225    2  50 

—  redi  Antropologia  criminale  -  Antropometria  -  Assistenza  pazzi 

-  Grafologia  -  Malattie  mentali. 

PHÌc*oi<ft^in,  di  C.  Cantoni   pag.  vui-168,  2*  ediz.     .        .    1  50 

PHÌc*<»io;£:iak  fÌHÌoloju;-ieu,  di  G.  Mantovani,  2»  ediz.  ri- 
veduta, di  j)ag,  X1I-170,  con  16  ine 1  50 

PHÌeoio;u;rin  itiiiMlenie.  Appunti,  pensieri  e  discus- 
sioni, di  M.  Pilo,  di  pag.  x-259 2  50 

P!4Ìeoi>8it<»lo^ijv  lessile  (Principi  di)  per  gli  studenti 
Medicina  e  Legge,  Meciici  pratici  e  giuristi,  con  numerose 
osservazioni  cliniche  ed  un  vocabolario  dei  principali 
termini  tecnici  di  L.  Moncìeri.  (In  corso  di  stampa). 

PHÌeotei*tt|>i<k,  G.    PoHTiGLioTTi,   di    p.    xii-818,   22  ine.     3  — 

Ptifi^ilttfo  e  lottn  |tei*  il»  diieHS»  |)oi*Moii»ie* 
Uox^  iiipKlene  e  fi*»»ii«*o«i*e,  A.  Cougnkt,  p.  xxiv-198, 
con  104  ine 2  50 

Rnc*c>o^iitoi*e  (11)  di  oje:;;;otti  niiiiiiAi  e  eiii'ioni. 
Almanacchi,  Anelli,  Armi,  Bastoni,  Biglietti  d'ingresso, 
d'invito,  di  visita,  Chiavi,  Cartelloni,  Giarrettiere,  Oro- 
logi, Pettini,  ecc.,  di  J.  Gì  lli,  p.  x-344,  310  ine.  .        .        .    5  50 

Ruciiiti<le  (La)  e  le  del'oi*iiiit4\  d»  eN!i«n  |»i'o- 
dotte,  di  P.  Mancini,  di     p.  xxviii-300,  116  tìg.  nel  testo     4  — 

R<tdio(tttivita\  di  G.  A.Blanc.  con  prefaz.  del  Prof.  A. 
Sklla,  e  append.  del  Dott.  G.  D'Ohmea,  p.  viii-266  e  72  ine.    3  — 

Radioterapia  —  vedi  Elettricità  medica  -  Luce  e  salute  -  Raggi 
Rontgen. 
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R»^ionei*iu«  di  V.  Gitti,  5»  ed.,  pag.  viii-141,  con  2tav.    1  50 

—  vedi  Scrittura  doppia  all'aniericaiia. 

Ra^ionei^'lit  delle  coo|>ei*utlve  di  eoiis^utuo 

CManuale  di)  di  G.  Rota,  di  pag.xv-408        .        .        .        .    3  — 

Ka;rloiiet'ln  liitIu!Sti*isUe  (Aziende  industriali),  di 
O.  Bekgamaschi,  2'^  ediz.  di  pag.  xii-3'.)2,  e  tabelle      .        .    4  — 

Rsif;;loiiiet*e  (Prontuario  del).  (Manuale  di  calcolazioni 
mercantili  e    bancarie),   di    E.    Gagliardi,   di    p    xn-603    6  50 

Rsizze  l>oviiie;  e(|tiiue,  Hiiiiie)  ovine  e  e;i- 
piglile,  di  F.  Faelli,  di  p.  xx-372,  con  75  illustr.,  delle 
quali  16  colorate  ...  .        .        ,        .        ,    5  50 

Rebus  —  vedi  Enimmistica. 

Reclami  ferroviari  —  vedi  Trasporti  e  tariffe. 

Registro  e  Bollo  —  fe*^»  Codice  del  Bollo-  Leggi  sulle  tasse  di. 

Redolo  esiStrolsitore  e  «we  it|>i»licstzloiil  nelle 
0|>ei*stzionl  toj)os:i*4fcilciie,  di  G.  Pozzi,  p.  xv-238, 
con  182  ine.  e  1  tav 2  50 

Religione  —  vedi  Bibbia  -  Buddismo  -  Diritto  ecclesiastico-  Imi- 
tazione di  Cristo. 

Relia^ionl  e  lln^srite  dell^lndia  ln»rle*4e,  di  H. 
CusT,  tradotto  da  À.  De  Guberxatis,  di  pag.  iv-124  .    1  50 

Re*4i*4tenzu  del  ni»tei>isill  e  HttU>ilit»  delle 
eo>4ti*uzloni,  di  P.  Gallizia,  2»  ediz.  rifatta  da  G.San- 
DRiNELLi,  (esaurito,  la  3»  ediz.  è  in  corso  di  stampa). 

Re9il!4Éenzn  (Momenti  di)  e  |»eHÌ  di  ti'uvi  nietsU- 
llciie  c«ini»03!i*e.  Prontuario  ad  uso  degli  Ingegneri, 
Architetti  e  costruttori,  con  10  figure  ed  una  tabella  per 
la  chiodatura,  di  E.  Schenok,  di  pag.  xix-188     .        .        .    3  50 

Responsabilità  —  vedi  Codice  dell'ingegnere. 

Rettili  —  rudi  Zoologia. 

Rettorltrs*,  ad  uso  delle   Scuole,   F.   Capello,  p.  vi-122    1  50 

Rhum  —  vedi  Liquorista. 

Ribes  —  vedi  Iffutta  minori. 

Ricami  —  i^edi  Biancheria  -  Macchine  da  cucire  -  Monogrammi 
-  Piccole  industrie  -  Ricettario  domestico  -   Trine. 

Rlccliezzu  ini>l>lle,  di  E.  Bruni,  pag.  viii-218  .    1  50 

Ricettinolo  doMientlco,  di  I.  Ghersl  Adornamento 
della  casa.  Arti  del  disegno.  Giardtnaggio.  Conservazione 
di  animali,  frutti,  ortaggi,  piante.  Animali  domestici  e 
nocivi.  Bevande.  Sostanze  alimentari.  Combustibili  e  il- 
luminazione. Detersione  e  lavatura,  smacchiatura.  Ve- 
stiario. Profumeria  e  toeletta.  Igiene  e  Medicina.  3»  ed. 
rifatta  da  A.  Castoldi,  pag.  xvi-854,  con  4280  ricette  e  59 
ine.  (Esaurito,  la  4'^  edizione  è  in  corso  di  stam[)a). 

Ricettarlo  loto.arii'ttllco,  di  L.  Sassi,  4*  ediz.  riveduta 
e  notevolmente  accresciuta  di  nuove  forinole,  di  p.  XXI  v-32)    3  — 

RIcettsM'Io  lndU!Nttri»le«  di  1.  Guersi.  Procedimenti 
utili  per  le  arti  e  mestieri,  caratteri;  saggio  e  conser- 
vazione delle  sostanze  naturali  ed  artitìciali  di  uso  co- 
mune ;  colori,  vernici,  mastici,  colle,  inchiostri,  gomma 
elastica,  materie  tessili,  carta,  legno,  fiammiferi,  fuochi 
d'artifìcio,  vetro  ;  metalli,   bronzatura,   nichelatura,    ar- 

f;entatura,  doratura,  galvanoplastica,  incisione,  tempera, 
eghe  ;  filtrazione  ;  materiali  impermeabili,  incombusti- 
bili, artificiali;  cascami,  olii,  saponi,  profumeria,  tinto- 
ria, smacchiatura,  imbianchimento  ;  agricoltura,  elettri- 
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cita  ;  4*  ediz.  riveduta  e   corretta  dall'ing.   P.   Molfino, 

fag.  vii-704  con  27  ine.  e  2887  ricette 6  50 
cettufio  |>ei*  le   induiittfle  teNji^ili   e   atfliiii, 

di  O.  GiCDicL  Matematica  ,  chimica ,  meccanica,  telai 
meccanici,  tecnologia,  lana,  cotone,  titolo  dei  filati,  saggi 
chimici,  lavatura  delle  materie  tessili,  sbianca,  carbo- 
nizzazione della  lana,  oliatura  delle  lane,  cariche  delle 
sete,  imbozzimatura  dei  filati,  tintura,  apparecchiatura, 
finissaggio,  pulitura  delle  macchine,  incliiostri,  adesivi, 
smacchiatori,  vernici,  cementi,  ecc.  di  pag.  viii-270         .    3  50 

Rlccttni'io  |»i*s»tie<»  di  iiietsilliii>^lst.  Raccolta  di 
cognizioni  utili  ed  indispensabili,  dedicato  agli  studiosi 
e  agli  operai  meccanici,  aggiuslatori,  tornitori,  fabbri 
ferrai,  ecc.,  di  G.  Belluomim,  di  pag.  xn-328      ,        .        .    3  50 

Rilievi  —  vedi  Cartografìa  -  Telemetria  -  Topografia. 

Rimboschimento  —  vedi  Consorzi  di  difesa  del  suolo  -  Selvicolt. 

Rimedi  —  vedi  impiego   ipodermico  -  Mat.  medica.  -  Posologia. 

KÌHOf;:riiìient;o  ittilluiio  (Storia  del),  I^l^-IH'TO, 
con  l'aggiunta  di  un  sommario  degli  eventi  posteriori, 
di  L.  Bertolini,  2»  ediz.  di  pag.  xvni-2U8    .        .        .        .    1  50 

RÌMtaui*utoi*e  tiel  clipinti  (II),  di  G.  Secco-Suardo, 
2  voi.,  di  pag.  xvi-'JGD  e  xii-362  con  47  incis.        .        .        .    6  — 

Risvolte  ad  arco  circolare  —  vedi  Kormole. 

KitiiBicsi  e   iiic^ti'ics»   ■•nzioiisUe  itsUiuiiu,  di  R. 

Murari,  di  pag.  xvi-2lG 1  50 

Rivoluzione  fi*»ueeNe  (La^  (1789-1799),  dì  G.  P.  So- 
LERio,  di  pag.  iv-176 1  50 

Roma  antica  —  vedi  Anticliità  priv.  -  Antichità  pubbl.-  Archeo- 
logia d'arte  etrusca  e  rom.  -  Epigrafìa-  Mitologia  -  Monete - 
Rovine  (Le)  del  Palatino  -  Topografia. 

Rontjureii  (I  raggi  di)  e  le  loi^o  |)i*ntielie  stpi>licu- 
zioiii,  di  I.  Tonta,  di  pag.  vni-160,  con  65  incis.  e  14  tav.    2  50 

—  vedi  Elettricità  medica  -  Fototerapia  e  radioterapia. 
Rotile  (Le).  .Storia,  coltivazione,  varietà,  di  G.  Girardi,  di 

pag.  xviii-284,  con  9G  illustraz.  e  8  tavole  cromolitogr.    .    3  50 

Ro -ville  (Lei  tlel  Pstlwtlno,  di  D.  Cancogm,  con  molte 
illustraz.  (In  corso  di  stampa). 

Rumeno  —  vedi  Grammatica  rumena  -  Letteratura  rumena. 

Russo  —  '^(/t  Grammatica  russa  -  Lingua  russa  -  Vocabol.  russo. 

H»$«;;:itttoi*e  (Man.  del),  di  F.  Buttari,  di  pag.  viii-245 .    2  50 

^ul<l»t,ut*e  a»iitOjS;eiie  del  iiietulli  (La  tecnologia 
delle),  di  S.  Ragno,  di    pag.  iv-129,  con  18  incis.        .        .    2  —■ 

Sttle  (II)  e  le  HtUine.  di  A.  De  Gasparis.  (Processi  in- 
dustriali, usi  del  sale,  prodotti  chimici,  industria  mani- 
fatturiera, industria  agraria,  il  sale  nell'economia  pub- 
blica e  nella  legislazione),  di  pag.  viii-358,  con  24  incis.    3  50 

8nl*4aiiieiit»i*lo  (Man.  del),  di  L.  Manetti,  p.  224, 76  incis.    2  — 

—  vedi  Majale. 

Sanatori!  —  vedi  Tisici  e  sanatorii  -  Tubercolosi. 

Sangue  —  vedi  Malattie  del. 

Sanità  e  sicurezza  pubblica  —  vedi  Leggi  sulla. 

S»iiHei>it4>  (Avviamento  allo  studio  del),  di  F.  G.  Fu.mi, 
3*  ediz.  rinnovata,  di  pag.  xvi-343 4  — 

(Cuponi  (L'industria  saponiera),  con  cenni  sull'industria 
della  soda  e  della  potassa.  Manuale  pratico  di  E.  Ma- 
R.vzzA,  2a  ediz.,  di  pag.  .\i  1-477,  con  132  figure    .        .        .    6  50 
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Salato  t».s;rl latore  lt»liuno  (Manuale  del),  di  G.  Pe- 
TERLOXGO,  con  molte  tavole  (In  corso  di  stampa). 

Sarto  da  donna  —  vedi  Abiti  per  signora  -  Biancheria. 

Scstcclii  (Manuale  del  giuoco  degli),  di  A.  Seghibri, 
3*  ediz.  ampliata  da  E  Miliani,  con  aggiunta  della  Teo- 
ria del  giuoco,  lo  sviluppo  delle  aperture  e  100  finali 
e  100  problemi,  dì  pag.  x-487 4  50 

Scaldaiiiento  e  veiitil»zione  degli  ambienti  abi- 
tati, di  R    Ferrini,  2»  ediz.,  di  pag.  vill-300,  con  98  incis.    3  — 

Scenu£^t*3%fl»  (La).  Cenni  storici  dall'evo  classico  ai  no- 
stri giorni,  di  G.  Ferrari,  di  pag.  xxiV-327,  con  16  incis. 
nel  testo,  160  tavole  e  5  tricromie 12  — 

Hchefiii»  itstllsfcti»,  .1.  Gelli,  2»  ediz.,  p.  vi-251, 108  flg.    2  50 

Sciarade  —  vedi  Enimmistica. 

Scienze  occulte  —  vedi  Chiromanzia  -  Fisionomia  -  Grafologia 
-  Magnetismo  -  Occultismo  -  Spiritismo  -  Telepatia. 

Scoltui*i&  italiana  antica  e  moderna  (Manuale  di),  di  A. 
Melami,  2^-  ediz.  rifatta  con  24  incis.  nel  testo  e  100  ta- 
vole, di  pag.  xvil-  248 5  — 

Scrittwn'Jfc  flo|»|>lii  sill's«.iiiei*icitiiSM  detta  a  Gior- 
nale-Maestro, di  R.  Bellini  (in  corso  di  stampa). 

Scrittili»©  <l'«ir«*ri  (Precetti  ed  esempi  di),  per  uso 
delle  Scuole  tecniche,  popolari  e  commerciali,  di  D.  Maf- 
FiOLL  3*  ediz.  ampliata  e  corretta,  di  pag.  viii-221  .        .    1  50 

Sconti  —  vedi  Interesse  e  sconto. 

Scoperte  geografiche  —  vedi  Cronologia. 

SegretsM'l»»  eoniunale  (Manuale  del).  Vedi  Enciclo- 
pedia amministrativa,  di  E.  Mariani,  di  pag.  xv-1337     .  12  50 

—  vedi  Esattore. 

Selvicoltura,  di  A.  Santilli,  di  pag.  viii-220,  e  46  incis.    2  — 

—  vedi  Consorzi  di  difesa  del  suolo. 

Semeioticu.  Breve  compendio  dei  metodi  fisici  di 
esame  degli  infermi,  di  U.  Gabbi,  di  p.  xvi-216,  con  11  ine.    2  50 

Semioarrsftllu  iiiuf^icale,  (Storia  deda),  di  G.  Gaspe- 
rinl  Origine  e  sviluppo  dalla  scriitura  musicale  nelle 
varie  epoche  e  nei  vari  paesi,  di  pag.  viil-317  .        .        .    3  50 

Sericoltura  —  vedi  Bachi  da  seta-  Pilatura  -  (xelsicoltura  -  In- 
dustria della  seta  -  Tessitore  -  Tintura  della  Seta. 

Servìzi  pubblici  —  vedi  (Municipalizzazione  dei). 

Slmlcej^peare,  di  Dowden,  trad.  di  A.  Balzani,  p.  xii-242    1  50 

Set»  (Industria  della i,  di  L.  Gabba,  2»  ediz.,  di  pag.  vi-208    2  — 

Seta  —  vedi  Bachi  da  seta  -  Filatura  e  torcitura  della  seta  - 
Gelsicoltura  -  Tessitore  ■  Tessitura  -  Tintura  della  seta. 

Hetsfc    sirtillciule,  di   G.  B.  B\gcionb.   di    pag.   vill-221     3  50 

Sfere  co^miioa^riUlclie  e  loro  applicuzioiie  i\lU\ 
rlHoliiKloiie  <li  |»rol>leiitl  <li  ;:re<>;;r>*»fl»  i>ia&* 
tenisitie»,  di  L.  A.  Andreini,  di  p.  XXiX-326,  con  12  ine.    3  — 

Sicurezza  pubblica  —  vedi  Leggi  di  sanità. 

Si«lerur£;-Ì3»  (.Man.  di),  V.  Zoppetti,  pubblicato  e  com- 
pletato per  cura  di  E.  Gariffa.,  di  p.  lv-358,  con  220  incis.    5  50 

Sierotei'ifcj»!»,  di  E.  Hebusguini,  di  pag.  vin-424   .        .    3  — 

Sigle  epigrafiche  —  vedi  Dizionario  di  abbreviature. 

Sindaci  (Guida  teorico  pratica  pei),  Segretari  comunali  e  prov. 
e  delle  opere  pie,  di  E.  Mapiani  —  vedi  Enciclopedia  amministr. 

Sinistri  Marittimi  —  vedi  Avarie. 
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t^liita«i«4i  fi*Mnce««e  ■•»eioiiule  pratlc»»  arricchita 

della  parte  storico-etimologica,  della  metrica,  della  fra- 
seologia commerciale,  ecc..  di  D.  Roi)A.m,  di  pag.  xvi-206     1  50 
Sintassi  francese  —  vedi  Esercizi  sintattici. 

^]nrst>4<4i  ar»'«c«,  di  V.  Quaranta,  dì  pag.  xviii-175  .  1  50 
Siiitit>4<4i  Isttiiiu,  di  T.  G.  Perassi,  di  pag.  vii-168  .  .  1  50 
Sl'miiolo^j^rii^»  ili  1^-  Gatta,  di  pag.  viii-175,  eoa  16  ine.  1  50 
Smalti  —  aedi    Amatore    d'o^?etti    d'arte    -    Potosrnaltografta  - 

Ricettario  iodustriale. 
Soccorri  «l*iii*;;renza,  di  Calliaxo,  6*  ediz.  riveduta 
ed  ampliata,  di  pag.  xl-428,  eoa  13i  iacis.  e  1  tav,    .        .    3  50 

—  vedi  Int'ortuni  della  montagna. 

ii^oclullHiiio,  di  G.  BmAGHi,  di  pag.  xv-285  .  .  .  3  — 
Sì^ocietù  iiitlit<*trIsUi  i»ef  »ziuni,  di  P.  Piccinelli, 

di  pag.  xxxvi-534 5  50 

—  vedi  Capitalista  -  Debito  pabb.  -  Prontuario  del  ragion. 
Societsk  «Il  iiititti»  Hocc»!»^».  Norme   per  l'assicu- 
razione delle  pensioni  e  dei  sussidi  per  malattia  e  per 
morte,  G.  GAKDENdui,  di  pag.  vi-152 1  50 

Sociolos^ist  a?ei»ei»j*le  (Elemeati  di),  E.  Morselli, 
di  pag.  xii-172 1  50 

Sodit  cratu.«4tica,  clot*o  e  cloi*2%Éi  alcalini  per 
eiet<.r«oll?4l.  Fabbricaz.  chimica,  P.  Villani,  p.  viii-314    3  50 

Sorbettiare  —  vedi  Caffettiere.  > 

Sonno  —  vedi  Igiene  del. 

SSorduinutu  (11)  e  la  «tua  l«4t;i*uzl«>ne.  Maauale 
per  gli  allievi  e  allieve  delle  R.  Scuole  normali,  mae- 
stri e  geaitori,  di  P.  Fornari,  di  p.  viii-232,  eoa  11  iac.    2  — 

—  tedi  anche  Ortofrenia. 

Sostanza  alimantari  —  vedi  Conservazione  delle. 
S|»eetriil   (Fabbricazione  degli)   e   la  «lecoi*azlone 
«lei  vetro  e  crl«4ti*llt>,  di  R.  Namias,  p.  xn-156, 14iac.    2  — 

—  tedi  Kotosmaltografla  -  Vetro. 

S|>ele(»l(>uria    Studio  delle  caverne,  C.  Caselli,  p.  xii-163    1  50 

Spettrofotometria  (La),  applicala  alla  chimica  fi- 
siologica, alla  Clinica  e  alla  Medicina  legale,  di  G.  Gal- 
LERANi,  di  pag.  xix-395,  con  92  ine.  e  tre  tavole  .    3  50 

Spettroscopio  (Lo)  e  le  -*we  atpplicazloiil,  di 
R.  A.  Proctor,  traduzione  con  note  ed  aggiunte  di  F. 
Porro,  di  pag.  vi-179,  con  71  ine.  e  una  carta  di  spettri    1  50 

Splrlti>4ino4  di  A.  Pappalardo.  Terza  edizione  aumen- 
tata, con  9  tavole,  di  pas?.  xvi-226 2  — 

—  tedi  anche  Magnetismo  -  Occultismo  -  Telepatia. 

Spirito  di  vino  —  vedi  Alcool  -  Cognac-  Distillaz.  -  Liquorista. 
Stagno  (Vasellame  di)  — ■  vedi  Amatore  di   oggetti   d'arte   e   di 

curiosità  -  Leghe  metalliche. 
Sta  Tipa  dei  tessuti  —  vedi  industria  tintoria. 
Stafiipa:?»;io  a  calilo  e  l>ollonerla,  di   G.  Scax- 

FERLA,  di  |)ag.  vni-160,  eoa  62  iacis 2  — 

Stabilità  delie  costruzioni   —  vedi   Resistenza  dei   materiali  - 

Resistenza  e  pesi  di  travi  metalliche. 
Stabilimenti  balneari  —  vedi  Acqua  minerali. 
Stadere,  Statica   ~  vedi  Metrologia  -  Strumenti  metrici. 
S^atlNi^^lca,  di  F.    Viruilii,  3*  e  l.   rifatta,    di    p.  xi\-2>5     1  50 
Stetkrliiei'ist  (L'industria  stearica).  Manuale  pratico  di 

H.  Marazza,  di  pag.  xi-281,  con  70  ineis 5  — 

Stelle  —  vedi  Astron.  -  Cosmjgr.  -  Qravitaz.  -  Spettroscopio. 
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Stemmi  —  vedi  Araldica  -  Ex  libris  -  Numismatica  -  Vocah.  araldico. 

Steiio.s;-i*sUiu,  di  G.  Giorgetti  (secondo  il  sistema  Ga- 
belsberger-Noè),  3»  ediz.  rifatta  di  pag.  xv-239  .        .        .    3  — 

Steiio^-i'stfiu  (Guida  per  lo  studio  della),  sistema  Ga- 
belsberger-Noè,  compilata  in  35  lezioni  da  A.  Nicoletti, 
Ga-  ediz.  riveduta  e  corretta,  di  pag.  xv-160         .        .       .    1  50 

Steiio^i^itiisi,  Esercizi  graduali  di  lettura  e  di  scrit- 
tura stenografica  (sistema  Gabelsberger-Noè),  di  A.  Ni- 
coletti, 3*  ediz.  di  pag.  viii-160 1  50 

SteDio^i'stfist.  Antologia  stenografica,  di  E.  Molina  (si- 
stama  Gabelsberger-Xoe),  di  pag.  xi-19y 2  — 

Steii<»^-i«s»fist.  Dizionario  etimologico  stenografico  (si- 
stema (iabelsberger-Xoè),  preceduto  da  un  sunto  di  gram- 
matica teoretica  della  stenografìa  Gabelsberger-Noe,  di 
E.  Molina  di  pagine  xvi-624 7  50 

—  vedi  anche  Antologia  stenografica  -  Diz.  stenografico. 
Steiio;;ri*s»l4>  i»i*«*ico  (Lo),  di  L.  Cuistofoli,  p.  xii-131    1  50 
Stei'eonieti'isu   stpitliesttn    sUlo   ««viliippo    dei 

HOli<li  e  »lle  loi'o  coHÉfuzioiii    iii   csti^tu*   di 

A.  RiVELLL  p.  90,  92  ine.  e  41  tav.  .        .  .        .    2  — 

Stilistica*  di  F.  Capello,  di  pag.  xii-164  .  ,  .  .  1  50 
Stili«<tic»  intiiia,  di  A.  Bautoli,  di  pag.  xii-210  .  .  1  50 
Stimatore  d'arte  —  vedi  Amatore   oggetti  d'arte  -  Amatore   di 

maioliche  -  Armi  antiche  -  Raccoglitore  di  oggetti. 
Stomatojatria  —  vedi  Oto-rino-laringojatria. 
Stovisn  »iiticu.  Voi.  1.  L'Oriente  antico,  di  I.  Gentile, 

di  pag.  xii-2a2 1  50 

Voi.  II.  La  Grecia,  di  G.  Toniazzo,  di  pag.  iv-216  .        .    1  50 
Stori»  clell'ai'te  (Corso  element.)  di  G.  Carotti.  Vol.I. 

L'Arte  nell'eoo  antico,  di  pag.  lv-413,  con  590  ine.     .        .    6  50 

—  Voi.  II.  L'Arte  del  //i<>rfjo  cyo  —  Parte  1*  Arte  Cristiana 
neo-orientale  ed  europea  d'oltr'Alpi,  di  pag.  vm-42i, 

con  3G0  incisioni 6  50 

—  Voi.  III.  L'Arte  del  rinascimento  (in  lavoro). 

—  Voi.  IV.  L'arte  dell'evo  moderno  (i"  lavoro). 
Stoi^iii  tleli'Ai'te  militare  antica  e  nioderna, 

del  Cap.  V.  Rossetto,  con  17  tavole  illustr.  di  p.  viii-504    5  50 

—  vedi  Armi  antiche. 

Storia  e  cronologia  nie<lioevale  e  nioderna* 
in  ce  tavole  sinottiche,  di  V.  Casagkandi,  3"-  ediz.,  con 
nuove  correzioni  ed  aggiunte,  di  pag.  viii-254   .        .        .    1  50 

—  vedi  Cronologia  universale. 

Storis»  «l^?ì:iiro|>a,  (ii  E.  A.  Fheeman.  Edizione  ita- 
liana per  cura  di  A.  Galante,  di  pag.  xii-472     .        .        .    3  — 

Storia  della  ginnastica  —  redi  Ginnastica. 

Storitt  di  Framcia,  dai  tempi  più  remoti  ai  giorni 
nostri,  di  G.  Bhagagnolo,  di  pag.  xvi-424    .        .        .        .    3  — 

Storia  <l^lii;;rliilterra,  dai  tempi  più  remoti  ai  giorni 
nostri,  di  G.  Bragagnolo,  di  pag.  xvi-367     .        .        .        .    3  -— 

Storia  d'Italia  (Breve),  di  P.  Oasi,  3»  ediz.  di  p.  xii-281    1  50 

Storia  —  vedi  .■\r'rentina  -  Astronomia  nell'antico  testamento  - 
Commercio  -  Cristoforo  Colombo  -  Cronologia  -  Dizionario 
biografico  -  Etnografia  -  Islamismo  -  Leggende  -  Manzoni  - 
Mitologia  -  Omero  -  Rivoluzione  francese  -  Shakespeare. 

Storia  greca  —  vedi  Antichità,  greche  -  Archeologia  -  Atene  - 
Mitologia  -  Monete  -  Storia  antica. 
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Storia  Romana  —  vedi  Antichità  private  -  Antichità  pubbliche 

-  Archeologia  -  Mitologri»  -  Monete  -  Topografia  di  Roma. 
Stoi'i»  ilt^llsk  uiii^icst;  di  A.    Unteksteixer,  2*  ediz, 

ampliata  (esaurito,  la  3*  ediz.  è  in  lavoro). 
Storia  naturale  —  vedi  Acque   minerali  -  Anatomia  e  fisiologia 

-  Anatomia  microscopica  -  Ani  aii  parass.  -  Antropologia  - 
Batteriologia  -  Biologia  animale  -  Botanica  -  Coleotteri  -  Cri- 
stallografia -  Ditteri  -  Embriologia  -  Fisica  cristallografica  - 
Fisiologia  -  Geologia  -  Imenotteri  -  Insetti  -  Ittiologia  -  Lepi- 
dotteri -  Limnologia  -  Metalli  preziosi  -  Mineralogia  -  Natura- 
lista preparatore  -  Naturalista  viaggiatore  -  Oceanografia  - 
Ornitologia  -  Ostricoltura  -  Paleoetnologia  -  Paleontologia  - 
Pietre  preziose  -  Piscicoltura  -  Sismologia  -  Speleologia  -  Tec- 
nica protistol.  -  Uccelli  canori  -  Vulcanismo  -  Zoologia. 

Sti*«ile  leri'Jite  (Le)  in  Italiit.  Regime  legale  eco- 
nomico ed  amministrativo  di  F.  Taja.ni,    di    p.   vill-265    2  50 

Stt*iinieiitstzione9  per  E.  Prout,  versione  italiana  con 
note  di  V.  Ricci,  2**  ediz.  di  pag.  xvi-314,  95  incis.  .        .    2  50 

.Sterramenti  aiti  s»>c«>  (Gli)  e  la  niuNicst  <ln  ca- 
rnei*», del  Duca  di  Gaffauelli,  di  pag.  x-235        .        .    2  50 

—  vedi  Chitarra  •  Mandolinista  -  Pianista  -  Violino  -  Violoncello. 

Strumenti  «liottriei  (Teoria  degli)  di  V.  Reina.  Le- 
zioni dettate  nell'Università  di  Roma  1906-1907,  di  pagi- 
ne XIV  220,  con  103  incisioni 3  — 

Sti*unienti  metrici  (Principi  di  statica  e  loro  appli- 
cazione alla  teoria  e  costruzione  degli),  di  E.  Ragnoli, 
di  pag.  vni-252,  con  192  ine 3  50 

Stufe  —  vedi  Scaldamento. 

Suini  —  vedi  Majale  -  Razze  bovine  -  Salsamentario. 

Suono  —  vedi  Luce  e  suono. 

Succedanei  —  redi  Ricettario  industriale  -  Imitazioni. 

Sughero  —  vedi  Imitazioni  e  succedanei. 

Surrogati  —  vedi  Ricettario  industriale  -  Imitazioni. 

T»l>acco,  di  G.  Cantoni,  di  pag.  iv-176   con  6  ine.        .    2  — 

Tabacchiere  vedi  Amatore  di  oggetti  d'arte  -  Raccoglit.  di  oggetti. 

Tacheometria  —  vedi  Gelerimensura  -  Telemetria  -  Topografia 

-  Triangolazioni. 

Ttuinini  (1)  nell'uva  e  nel  vino,  di  R.  Averna-Sagcà,  di 
di  pag.  vin-240 2  50 

Tapioca  —  vedi  Fecola. 

Tariffe  ferroviarie  —  v.  Codice  doganale  -  Strade  ferrate  - 
Trasporti  e  tariffe. 

Tartaro  —  vedi  industria  tartarica  -  Distillazione  vinacce. 

Tatrtiill  (I)  e  i  funavlii,  loro    natura,    storia,   coltura, 

conserv.  e  cucinatura.  di  Folco  Rhuni,  pag.  viii-184       .    2  — 

Tasse  di  registro,  bollo,  ecc.  —  vedi  Codice  di  bollo  -  Esattore 

-  Imposte  -  Leggi  (sulle)  -  Notaio  -  Ricchezza  mobile. 
Tassidermista  —  vedi  imbalsamai.  •  Naturalista  viaggiatore. 
Tatuaggio  —  vedi  Chiromanzia  e  tatuaggio. 

Tò  —  i-edi  Prodotti  agricoli. 

Teatro  —  vedi  Letteratura  drammatica  -  Codice  del  teatro. 
Tecnica  microscopica  —  vedi  Anat.  mi"ro«cop.  -  Microscopio. 
Tecnic*.»  |»i*oti«itoi02cIca.  di  L.  Ma(ì(.i.  di  u.  .\v  1-318    3  — 
Tecnologia  —  vedi  Dizionario  tecnico. 

Tecnologia  meccanica  —  vedi  Lavorazione  dei  metalli  —  Mo- 
dellatore meccanico. 
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Tecnologi»   e  temtiiiolo^iti  nionetai^ln  »   di 

G.   Sacchetti,  di  pag.  xvi-191  ....  .    2  — 

Telefono  (II),  di  G.  Motta.  (Sostituisce  il   manuale,  "Il 

Teletono  ,  di  D.  V.  Piccoli),  p.  327,  con  149  ine.  e  1  tav.  3  50 
Telegri'wiìWj  elettrica,  aerea,  sottomarina   e   senza   fili, 

di  R.  Ferrini,  3^  ediz.  pag.  viil-322,  con  104  ine.       .        .    2  50 

—  vedi  Cavi  telegrafici. 

Telejsrttl'o  Henz»  fili  e  Oii<ie  Ilei*tziane,  di  O. 
MuHANi,  di  pag.  xv-341,  con  172  ine 3  50 

Teleiiieti*iu,  iiiìniii*»  delle  cliNtaitze  in  g^iiei»- 
i»a,  di  G.  Bertelli,  di    pag.  xill-145,  con    12  zincotlpie    2  — 

Teleiiatia  n'rasmissione  del  pensiero),  di  A.  Pappa- 
lardo, 2»  ediz.  di  pag.  xvi-279 2  50 

—  vedi  anche  Magnetism.  e  ipDOtifmo  •  Occultismo  -  Spiritismo. 
Tenipei^a  e   eenientnzione,  di  S.  Padda,  p.  viH-108 

con  20  ine 2  — 

Teoria  dei    numeri   (Primi   elementi   della),  di   U. 

ScARi'is,  di  pag.  viii-152 1  50 

Teoria  delle  onil>re,  di  E.  Bonci,  2^  ediz.  intera- 
mente rilatta,  di  pag.  xiv-104,  con  74  ligure  intercalate 
e  6  tavole  fuori  testo 2  — 

Teosofia,  di  Giordano  G.,  di  pag.  viii-248         .       .        .    2  50 

Terniodiitanilea,  di  G.  Cattaneo,  di  pag.  x- 196,  4  fig.    1  50 

Terremoti  —  vedi  Sismologia  -  Vulcanismo. 

Terreno  a^rai'io*  Manuale  di  chimica  del  terreno, 
di  A.  Flnaro,  di  pag.  viii-2(10 2  — 

Te*4HÌtoi'e  (Manuale  del),  di  P.  Pinchetti,  3*  edizione 
riveduta,  di  pag.  xiv-298,  con  iilusli azioni        .        .        .    3  50 

Tessitura  —  vedi  Ricettai  io  per  le  industiie  tessili. 

TeHMitiira  nteeeaniea  della  wetsi.  di  P.  Ponci, 
di  p.  X 11-343,  con  179  ine 4  50 

TeM«4uti  di  lana  e  di  cotone  (Analisi  e  l'abbricaz. 
dei).  Manuale  pratico  razionale,  di  O.  GiiDici,  di  pa- 
gine xil-864  con  1098  incisioni  colorate        .        .        .        .16  50 

TeHtantenti  (Manuale  dei),  per  cura  di  G.  Serina,  2* 
edizione  riveduta  ed  aumentata  di  pag.  xv-312        .        .    3  — 

TifKre-italiaito  (Manuale),  con  due  dizionarietti  ila- 
liani-tigrè  e  tigre-italiano  ed  una  cartina  dimostrativa 
degli  idiomi  parlati  in  Eritrea,  di  M.  Camperio,  di  p.  180    2  50 

Tintoi*e  (Manuale  del),  di  R.  Lepetit,  4'^  ediz.  di  pag. 
XVI-4CC,  con  20  incisioni 5  — 

Tintoria  —  vedi  industria  tintoria. 

Tintni'a  «Iella  ^eta^  studio  chimico  tecnico,  di  T. 
Pascal,  di  pagine  xv-432 5  — 

Tiito;s;rali<»  (Voi.  1)  Guida  per  chi  stampa  e  fa  stampare. 
Compositori,  Correttori,  Revisori,  Autori  ed  E<iitori,  di 
S.  Landi,  di  pagine  280 .        .    2  50 

Tipo^ralia  (Voi  11).  Lezioni  di  composizione  ad  uso 
degli  allievi  e  di  quanti  fanno  stampare,  di  S.  Landi,  di 

fiag.  viii-271,  corredato  di  figure  e  di  modelli  .        .        .    2  50 
Mici  e  »4anat4»ri  (La  cura   razionale  dt  i),  di  A.  Zu- 
BIANL  prefaz.  di  B.  Silva,  di  pag.  XLl-240,  4  ineis.    .        .    2  — 

—  vedi  Tubercolosi. 

Titoli  di  rendita  —  vedi  Debito  pubblico  -  Valori  pubblici. 
To|>o^r<tlia  (Manuale  di)  per  pratica  e  per  studio,  di 

G.  Del  Fahuo,  di  ])ag  xxxi-4(J2,  couiSOincis.  e  1  tavola  5  50 
Tcp'Ografia  e  rilieu  —  vedi  Cartografia  -  Catasto  -  Celeriraen- 
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sura  -  Codice  del  perito  -  Compensazioni  errori  -  Cerve  -  Di- 
segno topografico  -  Estimo  terreni  -  Estiiro  rurale  -  Foto- 
grammetria -  Geometria  pratica  -  Prospettiva  -  Regolo  calco- 
latore -  Telemetria  •  Triangolazioni. 

Toi>of;'i*nfisu    di    Rciiiiu    nnticu,  di   L.  Borsari,  di 

pag.  V1IM36,  con  7  tav 4  50 

Tornitore  nieecniiieo  (Guida  pratica  del),  ovvero 
sistema  unico  per  la  labbricazion»  di  viti,  ingranaggi 
e  ruote  elicoidali,  di  S.  Dinaro,  4*  ediz.,  di  pag.  xv-157, 
con  16  incis 2  — 

Tossicologia  —  vedi  Analisi  chimica  -  Chimica  legale  -  Veleni. 

Tv»ciiittoi*e  tedemco  (II),  compendio  delle  principali 
difficoltà  grammaticali  della  Lingua  Tedesca,  di  R.  Mi-  . 
NUTTi,  di  pag.  xvi-224 1  50 

TrsftNIioi'f.i,  ttti'ifl'e,  reclstani  ferroviari  ed 
o|ier«zioiti  do^aiiiuli.  Manuale  pridico  ad  uso  dei 
commercianti  e  privali,  colle  norme  per  l'interpreta- 
zione delle  tarifle  vigenti,  di  A.  G  Bianchi,  2*  ediz.  ri- 
fatta, di  pa<j;.  xvi-208 2  — 

Travi  metallici  composti  —  tedi  Peso  dei  metalli  -  Resistenza. 

Trazione  a^  ^^aiiore  *4iille  ferrovie  ordina- 
rie, di  G.  Ottone,  di  pag.  LXViiii-469.        .  .    4  50 

Triangolazioni  toiiof;rafllelie  e  triangola- 
zioni eattk^tali,  di  O.  JAcoA^GELI,  Modo  di  fondarle 
sulla  rete  geodetica,  di  rilevarle  e  calcolarle,  di  pag.  xiv- 
340,  con  33  incis.,  4  quadri,  32  modelli  pei  calcoli    .        .    7  50 

Tri^^-ononietria  piana  (fL.sercizi  ed  applicazione  di) 
con  400  esercizi  e  problemi  proposti  da  C.  Alasia,  di 
pag.  XVI-  292,  con  30  incis 1  50 

Trigonometria  —  tedi  Celerimensnra  -  Geom.  metr.  -  Logaritmi. 

Trigonometrìa  della  sfera  —  vedi  Geom.  e  trigonom.  della. 

Trine  (Le)  a  l'uNelli  in  Itatlia.  Loro  origine,  discus- 
sione, confronti,  cenni    bibliografici,   analisi,    divisione,  ■ 
istruzioni    tecnico- pratiche    con    2U0  illustr.  nel  testo  di 
Giacinta  Bomanf.lli-Marone,  di  pag.  vin-331      .        .        .    4  50 

Tul»ereoloNÌ  (La),  d:  M.  Valtorta  e  G.  Fanoli,  con  pref. 
del  prof.  AcGLSTO  Mirri,* di  pag.  xix-291,  con  11  tav.    .    3  — 

—  vedi  Tisici. 

Turl>ine  idraiilielie  niodei'iie  (Teoria  e  costru- 
zione delle)  e  delle  pompe  centrifughe  ad  alto  rendi- 
mento e  cenni  sull'idrodinamica,  di  C.  Maialasi  (in  lav.). 

Uccelli  —  vedi  OrnitologìH. 

Uceelli  ean«»i>i  (I  nostri  migliori).  Loro  caratteri  e  co- 
stumi Modo  di  abituarli  e  conservarli  in  schiavitù.  Cura 
delle  loro  infernntà.  di  L.  Urtehsteiner,  di  p.  xil-175  .    2  — 

l'flleiale  (Manuale  dell')  del  Begio  Esercito  Italiano,  di 
U.  MoRiM.  di  pag.  xx-388 3  50 

Ufficiale  sanitario  —  vedi  Igienista. 

Ungherese  —  tedi  Grammatica  magiara- Letteratura  ungherese. 

Unita»  atHMolnte.  Definizione.  Dimensioni,  Rappresen- 
tazione, Problemi,  di  G.  Behtolini,  di  pag.  x-124      .        .    2  50 

Urina  (L')  nella  dÌajsn<»Mi  delle  niatlatttie.  Trat- 
tato di  chimica  e  microscopia  clinica  dell'urina,  di 
F.  Jorio,  di  pag.  xvi-216    .  2  — 

Usciere  —  redi  Conciliatore. 

Usi  niereitntill  (Gli).  Raccolta  di  tutti  gli  usi  di  piazza 
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riconosciuti  dalle  Camere  di  Commercio  ed  Arti  in  Ita- 
lia, di  G.  TkespiolI,  di  pag.  xxxiv-689 6  — 

—  vedi  Commerciante. 

Uva  —  vedi  Malattie  dei  vini. 

Uva  spina  —  vedi  Frutta  minori. 

Uve  «la  tsivoi».  Varietà,  coltivaz.  e  commercio,  di  D. 
Tamaro,  3a  ediz.,  pag.  XVl-278,  tav.  col.,  7  fototipie,  57  ine.    4  — 

Vademecum  per  l'Ingegnere  —  vedi  Ingegnere. 

Valli  lombarde  —  vedi  Diz.  Alpino  -  Prealpi  bergamasche. 

Valori  pubblici  -ferf»  Capitalista -Debito  pubb.-  SocietJv  per  azioni. 

Valutazione  ■  vedi  Prontuario  del  ragioniere. 

Vasellame  antico  —  vedi  Amatore  di  oggetti  d'arte  e  curiosità. 

Veleni  ed  rtvveleiisMiioiti,  di  C.  Ferraris,  di  pa- 
gine xvi-208,  con  20  incis 2  50 

Velocipedi  —  vedi  Ciclista. 

Ventagli  artistici  —  vedi  Amatore  di  oggetti  d'arte  e  curiosità 
-  Raccoglitore  di  ogi^etti  minuti. 

Ventilazione  —  vedi  Scaldamento. 

Verl>l  ;?i'ecl  »no3»ali  (I).  di  P.  Spagnotti,  secondo 
le  Grammatiche  di  Curtius  e  Inamv,  di  pag.  xxiv-107     .    1  50 

Veri»!  Isttinl  di  fot* nist  i>ai*tieol»i*e  nel  pei*- 
fetto  e  liei  stipino,  di  A.  Pavaxello,  con  indice 
alfabetico  di  dette  forme,  di  pag.  vi-2iò  .        .        .    1  50 

Vermouth  —  vedi  Liquorista. 

Vei'iilci  (Fabi)ricazionn  delle),  e  |>a>odotti  skfllni, 
Istcclie,  iii»3^tici,  IneliioNtri  «Ist  Htstiiips»,  ce- 
l'ttlsteclie,  di  U.  Fornari,  2»  ediz.  ampliata  di  p.  xii-244    2  — 

Veter*ins»«»lo  (Manuale  per  il),  di  C.  Rou.v  e  V.  Laiu,  di 
pag.  xx-356,  con  16  incis ,        .        .    3 

—  vedi  Araldica  zootecnica  -  Cavallo  -  Igiene  veterinaria  -  Ma- 
lattie infettive  —  Majale  -  Oftalmoiatria  veterinaria  -  Polizia 
sanitaria  -  Razze  bovine. 

Vetri  artistici  -  vedi  Amat.  ogg.  d'arte  -  Specchi  -  Fotosraaltogr. 

Vetro  (II).  Fabbricazione,  lavorazione  meccanica,  appli- 
cazione alle  costruzioni,  alle  arti  ed  alle  industrie,  di 
G.  D'Angelo,  di  pag.  xiX-527,  con  325  figure      .        .        .    9  50 

—  vedi  Fotosmaltografla  -  Specchi        » 

Vini  l>ittiiciil  tls«  |»n>i4to  e  vini  mezzo  colore 
(Guida  pratica  per  la  fabbricazione,  l'affinamento  e  la 
conservazione  del),  di  G.  .\.  Prato,  pag.  xii-276,  40  ine.    2  — 

Vini  (I  miliori  d'Italia)  —  Barbera,  Barolo,  Barbaresco, 
Nebbiolo,  Freisa,  Dolcetto,  Grignolino,  (jattinara,  Bra- 
chetto, Caluso,  (Chianti,  Montepulciano,  ecc.,  di  A.  Sthuc- 
cni,  di  pag.  xx-2ó8,  con  42  tavole  e  7  carte  colorate        .    3  50 

Vino  (II)  di  G.  Grassi-So.ncim,  di  pag,  xvi-152    .        .        .    2  — 

Vino  aromatizzato  —  redi  Adulteraz.  -  Cognac  -  Liquorista. 

Violino  (Storia  del),  del  violinÌ«4ti  e  dellii  inu- 
mIcu  |»ei»  violino,  di  A.  Untersteiner,  con  una  ap- 
pendice di  A.  Bonaventura,  di  pag.  viil-228      .  .    2  50 

Violoncello  (11;,  il  violoncelli«4ttt  ed  I  violon- 
cellisti, di  S.  Forino,  di  pag.  xvii-444     .        .  .    4  50 

VlticoltU3*n.  Precelti  ad  uso  dei  Viticultori  italiani, 
di  O.  Ottavl  6*  ed.  riveduta  ed  ampliata  da  A.  .Struc- 
CHi,  di  pag.  XV  1-2.32,  con  .30  ine 2  — 

—  vedi  Amneloerafla  -  Knoloeia. 
Vocul>ol»i*ietto  pei    nunki)4ni»rlci  (in  7  lingue), 

di  S.  Ambuosoli.  di  pag.  viii-134 1  50 
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Voeul>ol»i*io  nntlclleo  ud  n»o  de^ll  italistni, 

di(j.  GuiXFi,  di  pag.  vill-294,  con  356  incis.         .        .        .    3  50 

Vocabolario  Hoepli  della  lingua  italiana  —  vedi  Dizionario. 

Voc*tkl>olsti*Ìo  c*oiiii»<>ii«lio*>«u  Uellu  liiiji^^uu 
ni*i«!-iu,  (li  V.  VoiNovicii,  di  pag.  xvi-238  .        .       .        .    3  — 

Voc-sal)oIurio  teeitieo  iliiiHti*ato  nelle  sei  lingue  : 
Italiana,  Francese,  Tedesca,  Inglese,  Spagnuola,  Russa, 
sistema  Deinardt-Schlomann,  diviso  in  volumi  per  ogni 
singolo  ramo  della  tecnica  industriale,  compilato  da  In- 
gegneri speciali  dei  vari  paesi  con  la  collaborazione  di 
numerosi  stabilimenti  industriali. 

VOLUME  I.  Elementi  di  macchine  e  gii  utensili  più  usuali 
per  la  lavorazione  del  legno  e  del  metallo,  in-16,  di  p.viii-403, 
con  823  ine.  e  una  Pre/az/o/iedell'ing.  Prof.  G>  Colombo    .    6  50 

VOLUME  II.  Elettrotecnica,  con  circa^UOO  incisioni  e  nume- 
rosi- formule,  di  pag.  xii-2100,  a  2  e  a  4  colonne      .        .  30  — 

VOLUME  MI.  Caldaie  a  vapore,  Macchine  a  vapore,  Turbina  a 
vapore,  di  p.  xi-13'^2,  con  3.)UU  incis.  e  numerose  formole.  18  — 

I  volumi  IV  e  seguenti  sono  in  preparazione  e  compren- 
dono le  seguenti  materie: 

IV.  Macchine  idrauliche  (turbine,  ruote  ail  acqua,  pompe 
a  stantullo  e  centrifughe.  —  V.  Elevatori  e  trasportatori. 
VI.  Utensili  e  macchine  utensili.  —  VII.  Ferrovie  e  co- 
struzione di  macchino  ferroviarie.  —  Vili.  Costruzioni  in 
ferro  e  ponti.  —  IX.  Metallurgia.  —  X.  Forme  architetto- 
niche.^— XI.  Costruzioni  navali.  —  XII.  Industrie  tessili. 

Volsti»tÌK  (I)izion.  Italiano-volapiik),  nozioni  compen- 
diose di  grammat.  della  lingua,  di  C.  Mattei,  secondo 
i  princjpi  dell'inventore  M.  Schleylr,  di  pag.    xxx-198    2  50 

V<»lst|»rok  (Dizion.  volapiik-ital),  di  C.  Mattki,  p.  x.X-204    2  50 

\'<>|jkg)ièk,  Manuale  di  conversazione  e  raccolta  di  vo- 
caboli e  dialoghi  italiani-volapiik,  per  cura  di  M.Rosa, 
Tom  masi  e  A.  Za.mbllli,  di  pag.  152 2  50 

Volatili  —  redi  Animali  da  cortile  •  Colombi  -  Pollicoltura. 

Ville* ttitiHiiio,  di  L.  Gatta,  di  jiag.  vill-268  e  28  ine.    .    1  50 

Ze»che  —  vedi  Terminoloeia  monetaria. 

Zollo  (Le  min.  di),  G.  Cagni,  pag.  xil-275,  34   ine,  10  lab.    3  — 

Zoolo^IsK,  di  E.  H.  GiGLiOLi  e  Cavanna  G. 

I.  Invertebrati,  di  pag.  200,  con  45  figure       .        .        .    1  50 
II.  Vertebrali,  Parte  I,  Generalità,  Ittiopsidi  (Pesci  ed 

Anlibi),  di  pag.  xvi-156,  con  33  ine 1  50 

III.  Vertebrati.  Parte  li,  .Sauropsidi,  Teriopsidi  (Rettili,    1  50 
Uccelli  e  Mammiferi,  di  pag.  xv  1-200,  con  22  ine.  . 

Zooiio*4l,  di  R.  Galli  Valeuio,  di  pag.  xv-227  .  .    1  50 

Zooteeiilti,  di  G.  Tampelim,  2«  ediz.  interamente  rifalla, 
di  pag.  xvi-444,  con  179  ine.  e  12  tavole  .        .        .    5  50 

—  vedi  Araldica  Zootecnica  -  Bestiame  -  Razze  bovine. 
Zuccliero  v  >kleo4»l  nei  loro  rapporti  agricoli,  fisiolog. 

e  sociali,  di  S.  Laihetl  di  pag.  xvi-426  .        .        .    4  50 

Zuccliei*o  (Industria  dello;: 

I.  Coltivazione  della  barbabietola  da  :ucc/iero,  di  R.  R. 

Dbbahhieki,  di  pag.  xvi-220.  con  12  ine 2  50 

II.  Commercio,  iiiìportanza  ecofiomica  e  legislazione  do- 
ganale, di  L.  Fontana-Ri sso,  di  pag.  xil-244        .        .        .    2  50 

III.  Fabbricazione  dello  zucchero  di   barbabietola,  di  A. 
Tacgani,  di  pag.  xil-228,  con  71  ine 3  50 

—  vedi  Barbabietola. 
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